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SSH 预备 知识 


理解 本 书 的 唯一 前 提 ， 只 需要 知道 实数 的 少数 性 质 和 具有 适 
当 程 度 的 数学 修养 .以 后 要 用 到 的 所 有 定义 和 基本 定理 都 汇集 于 
这 个 头 一 章 里 . 这 里 的 论述 在 一 定 程度 上 是 自 成 系统 的 . 但 是 , 特 
别 是 在 数 系 的 讨论 中 , 有 不 少 细节 被 略 去 了 。 本 章 最 深刻 的 一 些 
结果 是 集 论 的 定理 ,而 它 的 系统 论述 在 附录 中 给 出 .由 于 这 一 章 本 
来 是 打算 当 作 参 考 资料 的 ,因此 建议 读者 先 复 习 一 下 头 两 市 ,然后 
开始 学 第 一 章 , 当 感到 需要 的 时 候 , 可 再 利用 本 章 的 其 余部 分 . 许 
多 定义 当 它 们 第 一 次 在 书 中 出 现时 ,我 们 予以 重 述 ， 


我 们 将 要 论 及 集 和 集 的 元 .“ 集 ”、“ 类 ”,“ 族 ” 均 为 同 义 语 ?, 而 
符号 上 表示 元 的 从 属 关系 .所 以 ; 当 且 仅 当 x 是 4 的 一 个 元 (一 个 
元 素 , 或 一 个 点 ) 时 , 方 可 以 写 x€ 4。 两 个 集 是 恒 等 的 , 当 且 仅 当 
它们 有 相同 的 元 , 并 且 相 等 通常 总 是 意 指 恒 等 , 因此 , 4 二 8 的 充 
要 条 件 是 : 对 于 每 一 个 x, x € A YAY EB. 

集 将 要 借助 于 括号 来 构成 ,因此 {x:*…( 关 于 * 的 命题 ):…} 
是 使 得 关于 x 的 命题 是 正确 的 所 有 点 x 的 集 ， 也 就 是 说 ,，y 
{er (关于 x 的 命题 )… } 当 且 仅 当 关于 > 的 相应 命题 是 正确 


AY. 例如 ， 假定 4 是 一 个 集 ， 则 yE {x:x€ A} z Hi yEA, 


因为 具有 相同 元 的 两 个 集 是 恒 等 的 ,所 以 = {x:x€ 4), 这 即使 
不 是 一 件 惊奇 的 事实 , 也 是 一 件 使 人 愉快 的 事实 。 在 构造 集 的 这 
1) 这 种 说 法 不 是 绝 江 准确 的 ,在 附录 内 将 变 说 明 , 由 于 技术 上 的 原因 , 将 把 类 分 成 
不 同 的 两 种 . 我 们 把 “ 集 ” 这 一 术语 保留 给 它们 本 身 是 类 的 元 的 那 种 类 ， 在 此 
集 与 类 的 区 别 不 是 十 分 重要 的 ; RTA THIEL ER BOS, 即 每 一 

个 类 当 它 在 讨论 中 出 现时 (在 附录 以 前 )， 也 是 一 个 集 ， 


一 方案 中 ,“ x "是 一 个 旺 变 数 ,其 含意 是 我 们 可 以 用 不 曾 出 现在 这 
个 命题 中 的 任何 其 它 变数 来 代替 它 。 于 是 {x: x€ 4} 二 {y: yE 
At AMBE {x.:x€ A} Æ {A AEA}. 

在 这 种 形式 下 ,关于 集 的 构造 有 一 个 很 有 用 的 法 则 .如 果 两 个 
集 是 由 两 个 不 同 的 命题 利用 上 面 规定 的 方式 构成 的 ， 同 时 假定 这 
两 个 命题 逻辑 上 是 等 价 的 ， 则 构成 的 集 是 相等 的 。 这 个 法 则 可 以 
通过 证 明 构 造成 的 集 具 有 相同 的 元 来 说 明 它 是 合理 的 。 例 如, R 
定 4 与 B 是 两 个 集 , 则 {x:x€4 或 xE B} = {x:x€ BX x€ A}, 
AA ”属于 第 一 个 集 当 且 仅 当 ye4 或 ye B, 而 这 种 情况 成 立 
当 且 仅 当 y€ B RM y€ A, 这 一 结论 成 立 当 且 仅 当 ?y 为 第 二 个 集 
的 一 个 元 . 下 一 节 的 所 有 定理 正 是 用 这 种 方法 加 以 证 明 的 ， 


子 集 与 余 集 ;并 与 交 


如 果 A4 与 B 是 两 个 集 ( 或 族 ), 则 4 是 B 的 一 个 子 集 ( 子 族 ) 当 
且 仅 当 4 的 每 个 元 是 8B 的 一 个 元 ， 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 说 4 
被 包含 在 B 中 或 者 B 包含 4， 并 写成 下 面 的 形式 ACBRS 
BDA, TE 4CB 当 且 仅 当 对 于 每 一 x 只 要 ce A, WA xe B, 
集 4 是 B 的 一 个 真子 集 《4 真正 地 被 包含 在 B 中 或 B 真正 地 包含 
4) 当 且 仅 当 ACB 同时 44 B. 如 果 A4 是 8B 的 一 个 子 集 ， 同 时 
B 又 是 C 的 一 个 子 集 ， 那 未 显然 4 是 C 的 一 个 子 集 . 如果 ACB 
同时 BCA, N 4 二 B， 在 这 种 情况 下 4 的 每 一 个 元 也 是 8 的 一 
个 元 ;反之 亦 然 . 

集 4 与 妃 的 并 (和 、 逻辑 和 ) 记 作 4 UB, 它 是 至 少 属于 4 或 B 
之 一 的 所 有 点 的 集 ;也 就 是 说 4UB = {x:x€ A R xE BY. 在 此 
采用 “或 ” 字 并 没有 两 者 不 可 兼 的 意思 .也 就 是 说 既 属 于 4 又 属于 
8 的 点 也 属于 A4UB. 集 4 与 B 的 交 , 记 作 4 门 B， 它 是 同时 属于 
4 与 B 之 所 有 点 的 集 ; 也 就 是 说 ，4 站 B = {x:x€ A 同时 x€ B}. 
空 集 用 0 来 表示 ”并 定义 为 {x:x A x 儿 任 何 一 个 伪 命 题 可 以 用 在 

1) 空 集 往往 用 符号 多 来 表示 ,以 便 同 数 0 相 区 别 。 一 一 - 译 者 注 


BERK ARH cet x)。 空 集 是 任 一 集 4 的 一 个 子 集 ， 因 为 0 (没有 
一 个 元 ) 的 每 个 元 属于 4， 对 于 每 一 对 集 4 与 B, 包含 关系 OCA 
NBCACAUB ERY. At BAS BU MARRY KY 
AN B=0; 也 就 是 说 , 4 的 任何 元 都 不 是 B 的 元 .两 个 集 4 与 B 
中 做 相交 的 当 且 仅 当 存在 一 个 点 同时 属于 这 两 个 集 , 基 此 4 门 B 产 
0. 如果 ,er 是 一 个 集 族 (.xr 的 元 均 为 集 ), 那 未 ,ez 叫做 一 个 不 相 
交 族 当 且 仅 当 .wy 的 任意 两 个 元 都 不 相交 ， 
一 个 集 4 的 绝对 余 集 记 作 ~~4, 它 是 {x:x& 4}。A4 关于 一 个 
集 X 的 相对 余 集 是 XN~A, 或 者 简单 地 记 作 X~4。 这 样 的 集 
又 称 为 X 与 4 之 束 . 对 于 每 一 个 集 4 RA ~~ ASA 成 立 ; 关 于 相 
对 余 集 的 相应 说 法 较 复 杂 , 所 以 把 它 作为 定理 2 的 一 部 分 来 给 出 
必须 很 仔细 地 区 分 “元 BS“ FR”. 仅 有 一 个 元 x 的 集 称 为 单 
点 集 , 并 用 {x} 来 表示 .注意 {0} 不 是 空 集 , 因 为 0€140), 所 以 0 
{0}， 在 一 般 情况 下 x€ 4 4 AIRY {x} CA, 
“下面 两 个 定理 表述 出 上 面 给 出 的 各 种 定义 之 间 最 常用 到 的 一 
些 关 系 。 这 些 关 系 都 是 一 些 基 本 的 事实 , 今后 用 到 时 常常 不 再 明 . 
确 地 指出 来 在 此 我 们 只 证 这 两 个 定理 的 一 部 分 . 
1 EE. 设 4 与 8 为 一 集 X 的 两 个 子 集 , 则 4CB 当 且 仅 当 
下 列 条 件 之 一 成 立 
ANB=A; B= AUB; X~ BCX~ 4; 
ANMNX ~B=0; 或 (X~4)UB =X, 
2 定理 . 设 4, B,C 与 X 均 为 集 , 则 
(a) X~(X~ A) ~ ANX. 
(b) (交换 律 ) AUB = BUA H ANB= BNA, 
(c) (& 合 律 ) AU(BUC) = (AUB)UC 且 
AN(BNC) = = CAN BNC, 
Cd) (RRR) ANCBUC) = CANB)UCNC) H 
AUCBNC) = (CAUB)NCAUC). 
(e) (De Morgan 公式 ) X~(AUB)=(X~ A)N(X~ B) 
且 X ~ (ANB) = (X ~ A)U(X ~B). 
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证 明 . G) 的 证 明 . 一 个 点 * X~ CX ~ 4) 的 一 个 元 当 
HR xrEX 同时 r&X~ A, 由 于 xX ~ A SHAY RX 
或 x€ 4、 从 而 推出 x EX ~ (X ~ A) 当 且 仅 当 x€ X 并 且 不 是 
x&X 便 是 x€ A, 但 这 两 种 情况 的 第 一 种 是 不 可 能 的 ,所 以 we X 
~ (X~ A) SHNA rE XAH recA, 也 就 是 当 且 仅 当 x€EX 准 
A. 

Cd) 的 第 一 部 分 之 证 明 ， 一 个 点 * 是 4 门 (B8 UC) 的 一 个 元 
当 且 仅 当 re 4 同时 不 是 x& BRE EC. 这 种 情况 又 当 且 仅 关 
x 不 是 同时 属于 4 与 B 便 是 同时 属于 A 与 C. 故 x€4N(BUC) 
当 且 仅 当 x€ 《4 门 B8)UC(A4 介 C), 从 而 等 式 得 证 .| 

WR A1, dz. 4。 均 为 集 :, 则 AUAU UA; 是 这 些 集 
的 并 ,而 ANAN 由 4。 是 它们 的 交 ， 由 于 结合 律 成 立 , 在 计 
算 并 与 交 时 , 把 各 集 不 论 人 怎样 结合 起 来 都 是 无 妨 的 。 我们 还 要 考 
虎 非 有 限 集 族 的 元 的 并 ,有 了 这 种 并 的 记号 是 极其 方便 的 . Be 
下 面 的 情况 : 对 于 一 个 我 们 称 为 指标 集 的 集 4 的 每 一 元 a, RE 
给 定 一 个 集 X。, 于 是 所 有 X., 的 并 用 U{X。:a € A} RRR MER 
定义 为 对 于 4 中 某 一 a 使 得 x€ X, 之 所 有 点 x 的 集 . BUD 
法 ;对 于 在 4 中 的 a 所 有 X, A NX: 46 A} 来 表示 ,而 它 被 
定义 为 {x: 对 于 4 中 的 每 一 a，x € X。}， 一 个 很 重要 的 特殊 情况 
如 下 : 指标 集 本 身 是 一 个 集 族 .wr 并 且 对 于 .ex 中 每 个 AX, 就 
ER 4， 这 时 上 面 的 定义 变 成 : UA: Ae) = ir WT or 
中 的 某 一 A, xe 分 同时 nt4:46 er} = {x: 对 于 在 .er 中 的 每 
一 个 A, xE A}, 

关于 集 族 的 元 的 并 与 交 有 许多 具有 代数 特征 的 定理 ， 但 我 们 
只 需要 下 面 的 一 个 ,而 它 的 证 明 被 略 去 了 ， 

”3 定理 。 设 4 为 一 指标 集 , 并 且 对 二 在 4 中 的 每 二 。 令 X， 
为 一 个 辕 定 集 Y 的 一 TIR, 则 


| | 


(b) ve Morgan a 公式) Y- Ula A}=N{Y~XaaE A} 
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ALY ~ N{Xaae 4} = ULY ~ Xue € A}. 

De Morgan 公式 通常 以 扼要 的 形式 叙述 为 : 并 的 余 集 等 于 余 
集 的 交 , 并 且 交 的 余 集 等 于 余 集 的 并 . 

应 当 强 调 指 出 : 适当 地 熟练 这 类 集 论 的 运算 :很 重要 的 .了 
录 中 包含 有 一 长 串 定理 ,我 们 建议 初学 者 把 它 作 为 练习 (参看 关于 
类 的 初等 代数 那 一 节 )， 

4 注 记 . 在 大 多 数 集 论 的 早期 宕 作 中 ， 与 对 实数 的 通常 运算 
相 类 似 ， 两 个 集 4 与 8 的 并 闸 记 作 A+ B, EZE AB, 一些 
相同 的 代数 定律 也 成 立 ;然而 由 于 追 不 得 已 的 原因 ,下 面 不 采用 这 
种 习惯 的 用 法 .通常 集 论 运算 是 在 一 个 群 一 个 域 .或 者 一 个 线性 
空间 内 取 的 . 如果 4 与 B 是 一 个 ( 记 作 加 法 的 ) 群 的 两 个 子 集 , 则 
集 {c:c 一 a + 5， 对 于 4 内 的 某 个 4。 与 内 的 某 个 4} 自然 选用 
记号 “4 + B”, 间 时 很 自然 的 用 一 4 来 表示 集 {x: 一 +€ 4}. 由 
于 在 系统 地 应 用 刚才 定义 的 集 进行 运算 时 , 集 的 并 , 交 以 及 余 集 也 
要 出 现 , 可 见 本 书 采 用 的 记号 似乎 是 最 合理 的 .本 书 关于 集 的 构造 
所 用 的 记号 是 现今 使 用 最 广 的 一 种 , 但 是 “使 得 …… 所 有 “= 的 集 ” 
HHS ERR. 这 类 记号 有 下 面 的 弱点 : 那 就 是 必须 确定 哪 一 
个 是 旺 变 数 。 现 通过 下 面 的 例子 来 说 明 这 种 论点 。 所 有 正 数 平方 
的 集 可 以 很 自然 的 用 {z:x*> 0} 表示 , 继 之 {YY 十 Pex <1 + 20} 
也 有 很 自然 的 含意 。 不 幸 的 是 后 者 可 能 有 三 种 自然 的 含意 ， 即 : 
fz. 对 于 基 个 > 与 菜 个 a， z = x? + g? H. x< l +2a}ł, {z: 对 于 
其 个 r， z = x’ -+ a’ H, x< 1l + 2a}, UE {z: 对 于 茶 个 4, Z= 
eta Hr<l+ 2a}. 这些 集 是 完全 不 同 的 。 因 为 第 一 个 集 既 
不 依赖 * 也 不 依赖 a, 第 二 个 集 依 赖 a， 而 第 三 个 集 依赖 x。 用 稍 
许 专 门 一 点 的 术语 来 讲 ,，“x” 与 “a” 在 第 一 个 集 里 都 是 嗓 的 ，“x” 
在 第 二 个 集 里 是 哑 的 ,而 “a” 在 第 三 个 集 里 是 哑 的 。 为 了 避免 仿 
混 , 每 当 应 用 括号 记号 时 ,第 一 个 括号 之 后 和 冒号 之 前 恒 用 本 变数 
来 占据 . 

最 后 :考虑 另 一 记 法 的 特点 是 有 意义 的 .在 读 象 AN(BUC)” 
这 种 素 达 式 时 括号 是 最 要 紧 的 .然而 若 选用 一 种 与 此 稍 许 不 同 
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的 记 法 就 可 如 免 这 一 点 。 如 果 我 们 用 “UA4B” 代 起 了 “4UB”， 
同时 对 于 交 也 用 类 似 的 方法 ,于 是 所 有 的 括号 能 够 被 略 去 ，( 这 种 
避免 括号 的 一 般 方法 , 在 数理 逻辑 里 是 有 名 的 ,) 在 这 种 修改 的 记 
号 里 第 一 分 配 律 和 对 并 的 结合 律 可 表述 为 : NAUBC=UN 
ABN AC 同时 U4UBC 一 UU4BC。 这 种 速写 记 法 读 起 来 也 
方便 ;例如 ，U 4B 读 为 4 与 8B 之 并 ， 


关 系 


集 的 概念 在 此 论述 中 被 取 作 基础 ， 所 以 我 们 面临 的 任务 是 用 
集 的 术语 去 定义 其 它 必 有 需 的 概念 ， 尤 其 是 必需 定义 序 与 函数 的 概 
Q. 但 这 些 概念 均 可 当 作 关系 来 处 理 , 而 关系 又 能 够 很 自然 的 被 
当 作 具有 某 种 特殊 结构 的 集 来 定义 。 因 此 本 节 提 供 关 系 代 数 的 定 
义 和 初 等 定理 的 一 个 简要 陈述 ， 

假定 我 们 已 给 某 确定 的 对 象 的 序 偶 之 闻 一 种 关系 。( 在 直观 
的 意义 下 .) 其 基本 的 想法 是 : 关系 可 表示 为 所 有 相互 有 关 的 对 象 
的 序 偶 之 集 。 例如 , 一 个 数 和 它 的 立方 构成 之 所 有 序 偶 的 集 可 称 
为 立方 关系 。 自然 为 了 使 用 这 种 实现 方法 , 需要 有 方便 的 序 偶 概 
念 ;而 这 个 概念 能 够 用 集 的 术语 来 定义 ?。 在 此 我 们 需要 的 基本 事 
XE: 每 一 序 偶 有 一 个 第 一 坐标 与 一 个 第 二 坐标 ,并 且 两 个 序 偶 
相等 〈 恒 等) 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 第 一 坐标 与 相同 的 第 二 坐标 . 
具有 第 一 坐标 x 与 第 二 党 标 ? 的 序 偶 用 〈x,y) KER. TEHE 
仅 当 * 一 * 且 7 一 "时 (x, y) = (u, v). 

为 了 方便 起 见 , 我 们 推广 构造 集 的 方法 ,使 记号 {C y):……} 
表示 合 于 …… 的 所 有 序 偶 (x.y) ZE. 然而 ,严格 地 说 ,这 种 规定 
并 不 是 必要 的 . 因为 同一 个 集 可 用 较 详细 的 说 明 : {z: 对 于 某 个 
* BRP y e= (x,y) Hee } 而 得 到 ， | 

1) 这 个 问题 的 确切 说 法 将 在 附录 中 给 出 。 那里 采用 了 N. Wiener EBE- 
用 这 种 方式 巧妙 地 表示 关系 之 思想 是 属于 C- S. Pernice 的 ， 基 本 关系 代数 的 
清晰 论述 能 在 A、Tarski[1] 中 找到 . 
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一 个 关系 是 一 个 序 偶 的 集 ; 即 一 个 关系 是 一 个 集 ,而 它 的 每 个 
元 是 一 个 序 偶 ， 如 果 R 是 一 个 关系 ,我 们 用 xRy 简 记 (x,y) € R. 
同时 当 且 仅 当 xRy 时 , 我 们 称 x R- 相 关于 y. 一 个 关系 尺 的 定义 
域 是 六 中 成 员 的 所 有 第 一 个 坐标 之 集 ， 而 它 的 值 域 是 所 有 第 二 个 
坐标 之 集 ， 用 式 子 的 写法 RR 的 定义 域 一 tr: HTE y C y) 
E R} H REEI 一 fy: WEAR r, (x, YER}. 最 简单 的 关 
系 之 一 是 x 为 某 一 指定 集 4 的 元 而 ?为 某 一 指定 集 B 的 元 所 构成 
之 所 有 序 偶 (x,y) 的 集 。 这 个 关系 是 4 与 B 的 镇 卡 几 (Cartesian) 
FER FAX BRAN. 于 是 4XB={(x, y):x€ A H ye B}. 
WR BARS, WAX B 的 定义 域 为 4。 因此 每 个 关系 显然 是 它 的 
定义 域 与 值 域 的 笛 卡 儿 积 的 一 个 子 集 . 

一 个 关系 尺 之 道 是 用 对 调 属 于 尺 的 每 个 序 偶 而 得 到 的 ， 并 以 
R’ 来 表示 .于 是 R*={G, y): (y, DER} 并 且 当 且 仅 当 
yR `x 时 xRy， 例 如 ,对 所 有 的 集 4 与 B, (4 x BO BX A, 
一 个 关系 尺 之 逆 的 定义 域 恒 为 RR 的 值 域 ， 并 且 ROW SRY RAY 
fe IK MRSS 是 两 个 关系 ,它们 的 合成 Ro SCAN SR RS) 
EXI: HTA y, 使 (x, y)€5 H O, z)€R 的 所 有 序 侦 Cr, 
z) 之 集 。 合成 一 般 是 不 可 交换 的 . 例如, 如果 R = {(1, 2)} H 
S={(0,1)}, MW RoS = {(0, 2)}, 但 ScR 却 是 空 集 。 ERX 
上 的 恒 等 关 系 (在 X 上 恒 同 ) 是 指 对 于 在 XX 中 和 的 x, 所 有 形 为 Cr, 
*) OPP RR. 而 它 用 A 或 A(X) 来 表示 . 这 个 名 字 是 由 每 
当 尺 是 一 个 值 域 及 定义 域 均 为 X 之子 集 的 关系 时 ， 恒 有 AR = 
RoA = R 成 立 而 产生 的 , 恒 等 关 系 又 被 称 为 对 角 线 ,此 名 暗示 了 
它 在 X XX 中 的 几何 位 置 ， | 

如 果 尺 是 一 个 关系 , 而 4 是 一 个 集 , 则 所 有 与 4 中 的 点 R- 相 
关 的 所 所 构成 的 集 RIA] 被 定义 为 {y: 对 于 4 中 的 某 个 x, xRy}. 
如 果 4 是 RR 的 定义 域 , 则 RIA] ERBER, 并 日 对 于 任意 的 A, 
集 RIAI 被 包含 在 尺 的 值 域 中 .如 果 R 与 5 是 两 个 关系 且 RCS, 
则 对 于 每 个 4, BR RLAICSL A], 

对 于 关系 有 大 量 的 运算 ,下 面 的 定理 就 是 其 中 的 一 部 分 . 
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5 定理 。 ARS STEARRE URAS BERTE N 

(a) (RTD = R H (RoS)™ = SORT, 

Cb) Re(SeT) = (ReS)oT H CRoS)[4] = RIS[4A]]. 

(c) RIAUB] = RI[A]UR[B] H 

RIAN BICRLAIN RIB, | 

TH, EN PSR Ao METTE 
X., a 

(d) RLU{X.:¢€ A}] = U{RIX,]:2€ 4} H 

RLN{X,:4€ AS ICN RIX,1:4€ A}. 

证 明 。 作为 一 个 例子 ， 我 们 证 明 等 式 : = CRS) = STOR, 
一 个 序 偶 (Cz, r) 是 (RsS) 的 一 个 元 当 且 仅 当 (x, 2) € ROS, 而 
这 种 情况 就 是 当 且 仅 当 对 于 某 个 Y, (x, y) € SHE (y, z)ER, 
所 以 Cz, x) € (RS) 4 AMY Fy Cz, y) € ROBG, x) 
EST 可 这 正好 是 (z, x) 属于 SRR. | 

”有 几 种 特殊 类 型 的 关系 ,由 于 它们 经 常 在 数学 中 出 现 , 所 以 给 
它们 起 了 名 字 . 这 里 暂且 不 谈 序 与 遇 数 ,因为 它们 在 下 一 节 里 将 
被 详 加 讨论 。 下面 所 列举 的 类 型 也 许 是 最 有 用 的 ， | 

Pima RE REP RA XEMA RT REX RR E 
域 的 点 构成 的 集 ; 即 X = CR 的 定义 域 )U(R WER). 

关系 了 叫做 自 反 的 当 且 仅 当 和 的 每 个 点 R- 相 关于 它 自己 时 ， 
而 这 完全 等 价 于 要 求 恒 等 关系 A( 或 A(CXYJ)) 是 尺 的 一 个 子 集 . 

倘若 只 村 *Ry 便 有 yRxr， 则 称 关 系 尺 是 对 称 的 ， 用 代数 式 子 
表示 , 即 为 ，R 一 R, ESER m. 称 关 系 RR 叫 做 反对 称 的 当量 
仅 当 不 出 现 xRy 5 yRr 同时 成 立 的 情况 .。 换言之, 称 尺 为 反对 称 
的 当 且 仅 当 ROR WAR. 

称 关 系 尺 为 传递 的 当 且 仅 当 着 xRy H yRz 则 xRz。 用 关系 
合成 的 术语 来 讲 , 关 系 民 是 传递 的 当 且 仅 当 RORCR, 于 是 推出 
如 果 R 是 传递 的 , 则 RoR = CROR)ICR™, FRU RBKARZS 
逆 仍 是 传递 的 。 如 果 RK 既是 传递 的 又 是 自 反 的 ， 则 ReRDROA, 
故 RoR = 二 R; 用 习惯 上 的 术语 来 讲 ， 这 样 的 一 个 关系 在 合成 之 
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一 个 等 价 关 系 是 一 个 既 自 反 又 对 称 和 传递 的 关系 。 等 价 关 系 
具有 很 简单 之 结构 现在 我 们 来 描述 它 ， 假 定 是 一 个 等 价 关系 
且 X 是 尺 的 定义 域 ,X 的 一 个 子 集 4 是 一 个 等 价 类 【一 个 R- 等 价 
类 ) 当 且 仅 当 在 4 中 存在 一 个 元 * 使 得 4 与 合 于 Ry 之 所 有 > 的 
集 恒 等 ， 换 句 话 说, 4 为 一 个 等 价 类 当 且 仅 当 在 4 中 存在 x 使 得 
4 = RLix}]。 关 于 等 价 关 系 的 基本 结论 证 有 明了 所 有 等 价 类 的 族 
x7 是 互 不 相交 的 ;并且 点 *R- 相 关于 点 7 SENA r 与 > 都 属于 
同一 等 价 类 。 用 类 4 中 的 * 与 》 所 构成 的 所 有 序 侦 之 集 是 简单 的 
A x 4 由 此 导出 下 面 定 理 之 简明 叙述 ， 

6 定理 一 个 关系 RR 是 一 个 等 价 关系 当 且 仅 当 存在 二 个 互 不 
相交 族 .ez 使 得 R= U{4 XA: 4€ ur}. 

证 明 。 如 果 尺 是 一 个 等 价 关系 ， 则 R 是 传递 的 ， 若 yRx 且 
zRy, Wl eRe, MAB, 如果 rRy, W R[{y}] ER [{x}]. 
但 由 于 R 是 对 称 的 。 (只 要 yRx 便 有 xRy). 于 是 推出 如 果 
xRy, W RI{x}] = R[{y}]。 假定 x 同时 属于 R[{x}] 与 R 
Liyt], WRi{x}] = RL{z}] = RL{y}]， 所 以 两 个 等 价 类 不 是 
重合 便 是 互 不 相交 .如 果 Y 与 < 属于 等 价 类 RL{x}]， 则 由 
RL{y}], 二 RL{x}] 推 得 yRz, 换 名 话说 ,也 就 是 R[{x}] x RI{x}] 
CR. 故 对 所 有 等 价 类 4，4 x 4 的 并 是 RR 的 一 个 子 集 ， 又 由 于 
RR 是 自 反 的 ， 所 以 如 果 xRy, WI Cx, WE REx} ] x Ri{r}]. $ 
R 一 U{4 X A4:4€ e}. 反 过 来 的 简单 证 明 在 此 省 略 .| 

我 们 的 兴趣 经 常 在 于 了 解 : 一 个 关系 在 属于 它 的 定义 域 的 一 
个 子 集 的 那些 点 上 的 性 质 , 并 且 对 于 那些 点 关系 所 具有 的 性 上 质 , 经 
常 对 所 有 的 点 却 不 成 立 . 已 给 一 个 集 X 和 一 个 关系 R， 可 以 构造 
一 个 新 的 关系 R(X x X)， 它 的 定义 域 是 X 的 一 个 子 集 。 为 了 
方便 起 见 , 我 们 说 关系 RR 在 X 上 具有 性 质 ,或 关系 尺 限 制 在 x 上 具 
有 性 质 当 且 仅 当 RN (X x X) 具有 此 性 质 ， 例 如, R 在 X 上 传递 
当 且 仅 当 RN(X x X) 是 一 个 传递 关系 。， 这 等 于 说 定义 的 性 质 
MEX HA ARIE: 在 这 种 情况 下 只 要 x、y 及 z REX eS 
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现在 函数 的 概念 必须 用 已 经 引进 的 概念 来 定义 。 如 果 我 们 孝 
虑 到 下 面 的 事实 ,这 种 企图 并 不 困难 . 不 管 一 个 函数 是 什么 ,而 它 
的 图 象 作为 序 偶 的 集 确 有 一 个 显然 的 定义 。 此外, 没有 关于 函数 
的 信息 不 能 由 它 的 图 象 导出 。 简 而 言 之 , 没有 什么 原因 要 我 们 全 
力 去 找 一 个 函数 与 它 的 图 象 之 问 的 区 别 . 

一 个 函数 是 使 得 没有 两 个 不 同 元 具有 相同 之 第 一 坐标 的 一 种 
关系 。 于 是 称 f 是 一 个 函数 当 且 仅 当 上 的 元 都 是 序 偶 , HERE 
(x, DSA. Wy=z —PRRSTHARZIA 
我 们 不 加 以 区 分 . 

对 应 ,变换 ,映射 , 算 子 以 及 函数 ,这 些 术语 均 为 同 义 语 ， 如 果 
f ENARE x 是 它 的 定义 域 (f 的 所 有 元 中 第 一 个 坐标 之 集 ) 
内 的 一 个 点 , 则 (x) 或 是 f 的 第 一 个 坐标 为 * 的 唯一 的 元 之 第 
二 个 坐标 .点 f(x) 是 f 在 x 的 值 ,或 者 是 在 f 的 映射 下 x 的 象 ,并 
且 称 f 对 于 x 指定 值 1(x), 或 者 把 x 变 成 {(x*)。 称 一 个 函数 了 在 
XX 上 当 且 仅 当 X 是 它 的 定义 域 .(f 的 元 中 第 二 个 坐标 之 集 有 时 称 
为 值 集 . ) 如果 f 的 值 域 是 Y 的 一 个 子 集 , 则 f 是 到 Y, 或 到 Y 内 
的 .一 般 来 讲 , 在 下 述 意义 下 ,一 个 函数 是 多 对 一 的 。 即 可 能 有 许 
多 序 偶 具 有 同一 第 二 个 坐标 ,这 也 就 是 说 ,函数 在 许多 点 上 取 同 一 
(i. 称 一 个 函数 是 一 对 一 的 当 且 仅 当 不 同 的 点 有 不 同 的 象 ; 也 就 
是 说 假定 逆 关 系 广 仍 是 一 个 函数 . 

一 个 函数 是 一 个 集 ， 因 此 两 个 函数 f 与 8 恒 等 当 且 仅 当 它们 
有 相同 的 元 ， 显 然 这 种 情况 也 就 是 当 且 仅 当 f 的 定义 域 与 8 的 定 
义 域 是 相同 的 ,并 且 对 于 在 此 定义 域 中 的 每 个 x,f(x) 一 eG). 所 
以 我 们 可 以 用 指定 函数 的 定义 域 和 函数 在 此 定义 域 每 个 元 上 的 值 
来 确定 一 个 函数 。 如 果 了 是 在 X 上 到 Y 的 一 个 函数 ， 并 且 4 是 和 
的 一 个 子 集 , 则 INCA XY) 也 是 一 个 函数 。 它 称 为 了 在 4 上 的 
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限制 , 并 用 fl, KER fl, 的 定义 域 为 4， 同 时 对 于 在 AAD r, 
GLD) 一 (x)。 一 个 函数 8 是 f CARR THE LH 4 BM 
当 8 的 定义 域 是 了 定义 域 的 一 个 子 集 ， 并 且 对 于 在 8 定义 域 中 的 
x, g(x) = f@); BUY AMY ech. 函数 了 被 称 为 & 的 一 个 扩张 
当日 仅 当 gCf， 于 是 f 是 8 的 一 个 扩张 当 且 仅 当 8 是 ff 在 f 的 定 
义 域 的 某 个 子 集 上 的 限制 ， 

如 果 4 是 一 个 集 日 了 是 一 个 函数 ， 则 依照 对 任意 关系 给 出 的 
定义 ,有 JLA] 一 ty: 对 在 4 中 的 某 个 x,(x, Ef; 相当 于 说 
HLA 等 于 ty: 对 在 4 中 的 茶 个 x，y 一 f(x)}, 集 找 41 称 为 在 
的 映射 下 4 的 和 象 。 如果 4 与 3 是 两 个 集 ， 则 由 定理 5， 扎 4U 
B] =f[4] Uf Bl] E FLAN BICHLAINSLB1, 类似 的 公式 对 任 
意 交 与 任意 并 也 成 立 . —R iw. HLANBI = fLAINLB] 不 成 
立 。 因 为 互 不 相交 的 集 可 能 有 相交 的 象 . 如果 了 是 一 个 函数 ， 则 
集 PLATO tT ARN F ADDER ER). DIRE PY 
代数 规则 . 

7 定理 .如 果 / 是 一 个 台数 ,而 4 与 3 是 两 个 集 , 岗 

(a) LA ~ B] =f Lal ~ MIB]; 

(b) fLAUBI=fLaAlur'lBl; 

Cc) EAN BY = “LAIN lB. 

更 一 般 地 ， 如 果 对 于 非 空 指标 集 C 的 每 二 个 元 o BT xX 
FE 

Cd) JEU {Xc € C}] = U{JTIX.]:c €C}; 

Ce) FTL A{X.2¢€ Ch] = NEFOLX. Jc € C} 

征明， 将 仅 证 明 Ce). 

点 * 为 站 [ 介 {X.:c € C1}1 之 元 的 充 要 条 件 是 f(x) 属 于 此 交 
而 这 种 情况 当 且 仪 当 对 于 在 C 中 的 c, P) € X。。 但 后 面 的 条 件 
等 价 于 对 每 个 C 中 的 c, rE fX RE. «ce NUL: 
cEC]i.| 

上 面 的 定理 经 常 扼 要 地 说 成 : 一 个 函数 的 逆 保 持 相 对 祭 集 、 
并 以 及 交 。 应 当 注 意 这 些 公式 的 正确 性 ， 并 不 依赖 于 集 AR BH 
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f 值 域 的 子 集 ， 当然 OLA 4S fe YR 
而 这 里 将 记号 (相应 的 对 于 f 映射 下 象 的 记号 ) 限制 在 值 域 (分 别 
地 ,定义 域 ) 的 子 集 上 是 不 方便 的 . | 

两 个 函数 的 合成 经 简单 的 论证 可 知 它 仍 是 一 个 函数 。 如 果 f 
是 一 个 函数 , 则 fof 是 一 个 等 价 关 系 ,因为 当 且 仅 当 f(x) = f(y) 
Rt, Cx, y) € ftof, 合成 关 广 是 一 个 通 数 ; CHE f 的 值 域 上 的 
一 个 恒 等 关系 . 

8 注 记 .关于 函数 f 在 x 点 的 值 还 有 另外 一 些 记号 .除了 
f(s) 5 fe 之 外 ,下 面 的 记号 : Go x). Ce, Dy fey xf 以 及 .fx 均 有 
ARH. 头 两 个 记号 在 处 理 具 有 某 些 对 偶 性 时 是 极其 方便 的 .在 
那里 考虑 一 个 函数 族 ,每 个 的 定义 域 都 在 指定 的 Xx 上 ,并 且 以 对 
称 的 形式 来 看 待 与 X 有 预期 的 好 处 . fx 与 xf 这 两 个 记号 显然 
是 我 们 已 采用 记号 的 缩写 ;至 于 说 “/” 是 写 在 “x* 的 左边 还 是 右边 ， 
显然 是 一 个 爱好 的 问题 。 这 两 个 记号 也 有 记号 “(x)” 所 具有 的 
不 便 之 处 ， 在 某 些 相 当 复杂 的 情况 下 ,除非 加 上 大 量 括号 ,记号 的 
含意 是 不 够 明确 的 ,最 后 的 记号 (已 为 A. P. Morse 所 采用 ) 免 除 
了 这 种 困难 , 它 含义 明确 问 时 不 需要 括号 (参看 关于 并 与 交 的 注 记 
4). | 

对 于 一 个 函数 ,约束 变量 的 记号 是 需要 的 , 例如 , 定义 域 是 所 
有 实数 的 集 , TEs 点 取 值 为 x 的 函数 应 该 有 一 个 较 简单 的 记述 
方法 。 可 以 从 这 种 特殊 的 情况 出 发 ， 把 * 视 为 实数 集 上 的 恒 等 函 
数 , 那 未 在 此 情况 下 x 便 有 理由 为 一 平方 函数 .这 种 经 典 的 手法 
是 把 函数 与 它 在 * 的 值 都 用 x? 来 表示 。 一 种 消除 混淆 的 建议 是 
用 x -> 刀 来 记 平 方 函数 , 现在 建议 的 这 种 记号 正在 逐渐 地 被 广泛 
RA. 自然 它 也 不 是 万 能 的 .比如 记述 G> ADO 一 并 就 需要 
加 以 解释 。 最 后 应 该 注意 到 虽然 箭头 这 种 记号 无 疑 将 要 作为 标准 
形式 而 加 以 使 用 . .但 是 A. Church 的 1?- 规 定 仍 具有 技术 上 的 方 
E. (平方 函数 可 写成 4x:x?,) 为 了 消除 混淆 ， 不 加 括号 是 必要 


FF 

一 个 序 ( 半 序 , 氢 序 ) 是 一 个 传递 关系 .一 个 关系 二 序 化 ( 半 序 
化 ) 一 个 集 X 当 日 仅 当 它 在 XX 上 是 传 韦 的。 如 采 二 是 一 个 序 并 且 
x 二 y， 则 通常 称 x HY RRR a opr Y (GFF) 并 称 7 在 
x 之 后 或 者 了 大 于 x。 如 果 4 包含 在 一 个 被 二 序 化 的 集 XX 中 ，、， 则 
X 中 的 一 个 元 素 * H 4 的 一 个 上 界 当 旦 仅 当 对 于 在 4 中 的 每 个 7 
不 是 > <x 便 是 y 二 x+。 类 似 地 ， 如 果 x 小 于 或 等 于 4 中 的 每 个 
元 , MEZ r 称 为 4 的 一 个 下 界 . 自然 一 个 集 可 能 有 许多 不 同 的 
上 界 .一 个 元 素 * 称 为 4 的 最 小 上 界 或 者 上 确 界 当 且 仅 当 它 是 一 
个 上 界 并 且 它 小 于 或 等 于 所 有 其 它 上 界 . (换言之 , 上 确 界 是 一 个 
上 界 , 同 时 又 是 所 有 上 界 集 的 下 界 .) 以 同样 的 方法 ,最 大 下 界 或 者 
下 确 界 是 一 个 元 素 ， 此 元 素 是 一 个 下 界 并 且 大 于 或 等 于 所 有 其 它 
FR. 称 一 个 集 X 是 有 序 完备 的 (关于 序 <) 当 且 仅 当 X 的 每 个 有 
上 界 的 非 空 子 集 具 有 上 兢 界 。 这 个 关于 上 界 的 条 件 完全 等 价 于 对 
于 下 界 的 相应 论述 稍稍 有 点 使 人 感到 奇怪 。 也 就 是 说 : 

9 定理 ， 一 个 集 X 关于 一 个 序 是 有 序 -完备 的 :, 当 且 仅 当 它 
的 每 个 有 下 界 之 非 空子 集 具有 下 确 界 . 

”证 明 . 假定 X 是 有 序 - 完 备 的 ;而且 4 是 它 的 一 个 有 下 界 的 非 
空子 集 。 令 8B 为 4 的 所 有 下 界 的 集 ,; 于 是 8B 非 空 , 并 且 确 保 了 非 空 
集 和 的 每 个 元 是 8 的 上 界 。 故 B 有 一 个 最 小 上 界 , 设 为 6, 从 而 2 
小 于 或 等 于 召 的 每 个 上 界 , 特 别 是 2 小 于 等 于 4 的 每 个 元 ,所 以 5。 
是 4 的 下 界 。 另 一 方面 , 6 自身 是 8 的 一 个 上 界 ;也 就 是 说 5 大 于 
等 于 4 的 每 个 下 界 . 故 5b 是 4 的 最 大 下 界 ， 

逆 命 题 也 可 以 用 类 似 的 论述 来 证 明 ， 或 者 可 以 直接 把 刚 证 明 
的 结果 应 用 到 二 的 逆 关 系 上 . | 

应 该 注意 到 序 的 定义 的 条 件 是 很 弱 的 ， 例 如 XX x x 是 xX 的 一 
个 序 ,但 它 没 什么 意思 .关于 这 个 序 X 的 每 个 元 是 所 有 子 集 的 上 
界 ， 事 实 上 是 一 个 上 确 界 ， 比 较 有 意义 的 序 需 要 满足 附加 的 条 
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件 : 如 果 * 小 于 等 于 y, 同时 y 又 小 于 等 于 *， 则 x = y， 在 这 种 
情况 下 ,对 于 一 个 集 至 多 存在 一 个 上 确 界 与 一 个 下 确 界 。 

线性 序 ( 完 全 .或 者 简单 序 ) 是 一 个 序 , 它 使 得 : 

(a) ARS SY Thy <x He = 9 

O) 只 要 * 与 ? 都 是 < 的 定义 域 入 域 的 并 的 不 同 元 ， 则 不 
是 Ty {8 y < x. 

应 注意 到 一 个 线性 序 勿 需 是 自 反 的 . 但 是 我 们 约定 * SY 
HRY <IRE =y. 如 果 二 是 一 个 线性 序 ， 则 关系 所 恒 为 
一 个 自 反 的 线 性 序 。 下 面 称 一 个 关系 线性 序 化 一 个 集 关 当 且 仅 当 
这 个 关系 在 X 上 的 限制 是 一 个 线性 序 . 一 个 集 具有 一 个 将 它 线 性 
序 化 的 关系 称 为 一 个 链 。 显然 , 上 确 界 与 下 确 界 在 链 中 都 是 唯一 
的 。 尽管 有 许多 讨论 应 用 到 较 少 限制 的 序 上 显然 成 立 , BRP 
下 的 定理 仍 侧重 于 链 . 

在 一 个 集 X 上 到 一 个 集 Y 的 函数 f 称 为 关于 X 内 的 序 一 与 Y 
内 的 序 一 是 保 序 的 (单调 的 ) 当 且 仅 当 只 要 u 与 v 均 为 在 X 中 使 得 
ev 的 点 , 便 有 oo) 到 Koz) Rf) =f). 如 果 Y 的 序 人 < 是 简 
MAY x Y, 或 者 如 果 久 的 序 是 空 关 系 , 则 f 必然 是 保 序 的 。 于 
是 不 能 期 望 一 一 对 应 的 保 序 函数 之 逆 恒 为 保 序 的 。 然 而 如 果 X 与 
Y 是 两 个 链 , 并 且 f 是 一 对 一 的 同时 单调 的 , 则 广 ! 必 然 是 保 序 的 . 
因为 如 果 ue) B Hz) A fv)， 但 由 保 序 的 性 质 v <“ 是 
不 可 能 的 . 

有 序 完备 链 具有 一 个 很 特别 的 性 质 ， 假 定 X 与 Y 是 两 个 链 ， 
Xo 是 XX 的 一 个 子 集 , HHE f EEX 上 到 Y 的 一 个 保 序 函数 . 问 : 
是 否 存 在 一 个 f 的 保 序 扩张 ， 它 的 定义 域 为 X? 除非 对 了 加 上 基 
些 限 制 ， 不 然 回 答 是 “否定 的 ”>， 因 为 如 果 XX 是 所 有 正 实数 的 集 ， 
Xo 由 所 有 小 于 1 的 数 所 组 成 的 子 集 , Y 一 Xo 且 f 是 恒 等 陕 射 ,于 
是 容易 看 出 不 存在 保 序 扩张 《假定 有 一 个 保 序 扩张 1, BA AC) 
等 于 什么 呢 ?) 但 是 此 例 表 明了 困难 的 实质 ,因为 Xo。 是 X 的 一 个 子 
E, 它 有 上 界 ， 而 所 Xo] 却 没 有 上 界 。 如 果 有 一 个 保 序 扩张 存 
E, WUFRAD-TLAL SRE FRY 1141] 的 一 个 上 
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Fr. 类 似 地 论述 对 于 下 界 也 成 立 ,同时 推出 如 果 X 的 一 个 子 集 4 
在 居中 是 序 - 有 界 的 (也 就 是 说 它 在 X 中 既 有 一 个 上 界 又 有 -个 下 
界 ), 则 象 [41 在 Y 中 是 序 - 有 界 的 。 下面 的 定理 断言 此 条 件 关于 
一 个 保 序 扩张 的 存在 性 也 是 充分 的 . 

10 yen 设 了 ae Be Xo 上 到 一 个 有 序 完备 


证 A, 已 经 看 到 这 个 条 件 对 于 一 个 保 序 扩张 的 存在 性 是 必要 
的 , 剩 下 的 只 要 证 明 充 分 性 我们 必须 造 一 个 已 知 函 数 RE 
扩张 。 首先 我 们 注意 到 如 果 4 是 在 X 中 有 下 界 的 Xo 的 一 个 子 集 ， 
则 万 4] 有 下 界 .因为 在 4 中 取 一 点 *， 集 {y:y€ 4 A ysr) 是 
序 ~ 有 界 的 , 故 在 1 的 映射 下 它 的 象 是 序 ~ 有 界 的 ,同时 此 象 的 下 界 
也 是 f[41 的 下界 . 类 似 地 论述 可 应 用 到 上 界 ， 对 于 义 中 的 每 个 
Rix, © L: 是 Xo 中 小 于 等 于 * 的 所 有 元 之 集 ; 也 就 是 说 工 .一 {y: 
yx H y€Xo}. MRL. 是 空 集 ， 则 * 是 Xo 的 一 个 下 界 . 故 
[Xol 有 一 个 下 确 界 vo, 此 时 我 们 定义 x) 等 于 v。 如 果 工 , 不 空 ， 
则 由 于 x 是 工 。 的 一 个 上 界 , 集 [LL.1 有 一 个 上 界 , 所 以 有 一 个 上 
确 界 , 此 时 我 们 定义 fx) = sup fll... 而 了 是 f 的 保 序 扩张 是 很 
容易 直接 验证 的 ,在 此 从 上 略 .1 

在 某 些 情况 下 一 个 函数 的 保 序 扩张 是 唯一 的 ， 璧 如 这 种 情况 
将 在 讨论 实数 的 十 进展 开 式 里 出 现 。 在 此 我 们 并 没有 打算 获得 关 
于 这 方面 的 最 佳 结果 ， 而 仅仅 给 出 了 将 要 用 到 的 关于 唯一 性 的 一 
个 简单 之 充分 条 件 。 

11 定理 . BS a RITE EGE Y OPE PEROR Xa 


y Bie tae ae PPIP Was ree 
A. WR fA 8， 则 对 于 X 中 的 某 个 x, fe) & g(x), 我 们 
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不 妨 假定 Kx) < g(x). FE Xo BFR BTA 1 RH 
下 变 成 小 于 等 于 f(x) 的 点 ,此 因 f 是 保 序 的 .又 大 于 等 于 x 的 每 
个 点 在 8 的 映射 下 变 成 大 于 等 于 g(x) 的 点 ,此 因 8 是 保 序 的 .这 
样 便 推出 了 Xo HA ARB AERA {17:0 <y < gG) {Ws 
y E y= gla) 内 ,从 而 定理 得 还 .1 

12 注 记 。 在 一 个 有 序 完 备 链 中 嵌 人 一 个 链 ， 有 一 种 很 自然 
的 方法 ， 而 它 是 Dedekind 的 由 有 理 数 去 构造 实数 的 方法 之 抽象 . 
这 种 方法 也 能 应 用 到 较 少 限制 的 序 上 ， 正 如 H. M. MacNeille 所 
指出 的 那样 (参看 Birkhoff [1;58])。 这 种 想法 对 拓扑 空间 紧 扩 张 
方法 (第 五 章 ) 有 巨大 启发 . 


代 数 概念 


在 本 节 里 选取 了 初等 代数 中 已 有 的 少数 定义 ， 而 这 些 概念 的 
绝 大 多 数 都 是 用 于 问题 中 . 在 需要 扼要 讲述 一 些 概念 时 ， 这 些 标 
准 术语 看 起 来 是 很 有 价值 的 . 

一 个 群 是 一 个 序 偶 (G,:)， 它 使 得 G 为 一 个 非 空 集 ， 而 被 称 
为 群 运算 的 : 是 在 G Xx G 上 到 G 的 一 个 函数 , 它 使 得 : 

(a) 运算 是 结合 的 ， 即 对 于 G 中 的 所 有 元 x.y 与 z, x. Ge 
2) = (rx. y): 

(b) 存在 一 个 中 性 元 ,或 者 人 等 元 它 使 得 对 于 G 中 的 每 个 
xx 有 CE Sinn ine xX, 

(c) 对 于 G 中 的 每 个 * 存在 一 个 逆 元 素 7" 它 使 得 x + ghee 

” 如 果 群 运算 用 十 来 表示 ，x 的 逆 元 通常 记 作 一 *。 下 面 通常 

习惯 把 函数 : 在 (x, y) 的 值 记 作 * . y 以 代 埠 常用 的 函数 符号 . 
(x,y) .同时 一 旦 在 看 起 来 不 会 引起 混淆 时 ,记号 " 完全 可 以 省 去 ， 
而 群 运算 就 用 并 列 来 表示 ， 有 时 我 们 (不 严格 地 ) 说 G 是 一 个 群 . 
如 果 4 与 了 是 G 的 两 个 子 集 , 则 4. B 或 者 简单 地 记 成 48B 是 对 于 
在 4 中 的 某 个 x 与 B 中 的 某 个 y， 所 有 形 为 x* ? 的 元 之 集 ， 集 
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{x} . 4 也 用 x、4 来 表示 。 或 者 简单 地 记 成 x4。 关于 运算 在 右 
边 情况 类 似 . 一 个 群 C 称 为 Abel 群 或 者 交换 群 当日 仅 当 对 于 G 
中 的 所 有 元 素 z 与 yx y 一 yz。， 群 互 称 为 G 的 一 个 子 群 当 且 
Kä HCG EHIE A EGR BA EH x 互 上 的 限制 . 
一 个 子 群 H 称 为 正规 群 (REM) 当 且 仅 当 对 于 G 中 的 每 个 
x, x H=H- x, MWRARGHW-TTR,HWERRENM TC 
中 的 某 个 z 形 为 *… 妃 的 一 个 子 集 . 所 有 左 陪 集 的 族 用 G/ 来 
表示 .如 果 玉 是 正规 的 且 4 与 B 属 于 G/H, 则 4B 也 是 一 个 元 ， 
再 加 之 , 由 这 种 群 运算 的 定义 得 知 G/H 是 一 个 群 , 我 们 称 它 为 商 
群 或 者 因子 群 . 一 个 在 群 G 上 到 群 妃 的 函数 了 是 同 态 或 者 表示 当 
且 仪 当 对 于 G 中 的 所 有 元 * 与 7y; ie y =f) - (OD). BAS 
的 核 是 集 Miel 它 永远 是 一 个 不 变 子 群 ， 如 果 互 是 G 的 一 个 不 
变 子 群 ， 则 在 * 的 值 为 x : 互 的 函数 是 同 态 ， 通 常 称 为 C 到 G/H 
LAS SU Be FRAN. 

环 是 一 个 三 元 组 (R, +, -), EE CR, +) 是 一 个 Abe 
FEIN 是 一 个 在 RX R 上 到 R 的 了 沙 数 ;此 函数 使 得 这 个 运算 
是 结合 的 ,并 且 对 于 RR 中 的 所 有 元 x、y、4 与 "分 配 律 (u +v) 
Caty) =u-xtu-ytourxeto-y 成 立 2， 一 个 子 环 是 一 
个 子 集 ， 它 在 环 运算 的 限制 下 是 一 个 环 ， 而 且 一 个 环 同 态 或 者 衣 
示 是 在 一 个 环 上 到 另 一 环 的 函数 使 得 对 于 定义 域 中 的 所 有 元 x 与 
yo txt y) =f) + fy) 和 f(x e y) = f(x) -fCy) 成 立 . 环 R 
的 一 个 加 法 子 群 [ 称 为 一 个 左 理想 当 且 仅 当 对 于 R 中 的 每 个 *， 


1) D. W. Jonah 于 :1959 年 指出 (网 Amer. Math. Monthly, 66 (1959) p. 38) 
UbeA PER SRRKT ROME MEARS. 本 书 的 条 件 严 格 弱 于 通常 
环 的 定义 的 条 件 . 所 谓 通 常 的 环 的 定义 是 : 一 个 环 是 一 个 三 元 组 CRY, ) 使 
得 (R, +) 是 一 个 交换 群 且 - ER X R 到 R 内 的 一 个 函数 ， 使 得 对 于 任意 的 
a,b, cER, ME 

(a-b)+c=a-(b-c): a-(6+e)=a-b+a-e: 

(bto. -asbra ce'a, 
我 们 还 可 以 证 明 : (R, +,°) 是 一 个 环 〈 通 常 的 ) HERA (R, +, 09 BE 
Kelley 意义 下 的 环 且 40 一 0， 这 里 0 表 却 群 《R, 二 ) OSS, 这 个 证 明 贸 
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x11, 1 称 为 一 个 双边 理想 当 生 仅 当 对 于 RR 中 的 每 个 x, xIC! 
同时 JCI. 如 果 了 是 双边 理想 ，R/1 按照 正常 加 法 与 乘法 构成 
一 个 环 ,并 且 RR 到 RR/1 的 射影 是 环 同 态 ， 一 个 域 是 一 个 环 (F ,十 ， 
.), 它 使 得 正 至少 有 两 个 元 且 (F ~ {0},:) 是 一 个 交换 群 ， 这 里 
0 是 关于 十 的 中 性 元 ， 在 此 运算 + 是 加 法 运算 , . 是 乘法 , 同时 
关于 乘法 的 中 性 元 是 单位 元 ， 当 结果 不 至 于 产生 混淆 时 ， 乘法 
在 习惯 上 用 并 列 来 代替 . 。 暂 且 不 谈 这 些 运算 ， 我 们 称 “F 是 一 
R”. ERF b (SAMAR) 的 线性 空间 或 向 量 空间 是 一 个 四 
TH CX.@>:»,F), 它 使 得 (X, @) 是 一 个 Abl 群 , 并 且 是 在 
F XX 上 到 X 的 函数 ， 它 使 得 对 于 和 中 的 所 有 元 与 y 以 及 下 中 
HPPA sce 5b, a-(b-x)—(a-b)-x,(Catb)- xa: xQb- x, 
a- (2y) =a-«+@b-y, 且 1.x 一 zx。 一 个 实 线 性 空间 是 在 实 
数 域 上 的 一 个 线性 空间 。 线 性 空间 的 概念 尚 能 叙述 成 稍 许 不 同 的 
形式 ， 一 个 Abel 群 到 它 自 身 的 一 切 同 态 组 成 的 族 ， 以 点 式 相 加 
的 加 法 和 以 函数 的 合成 为 乘法 ， 构 成 一 个 环 ， 叫 这 个 群 的 自 同 态 
环 ， 在 域 f 上 的 线性 空间 是 一 个 四 元 组 (X, @.-. F), CES 
(xX, @) 是 一 个 Abel 群 并 且 - BFRE (X, ©) 的 自 同 态 环 内 
的 一 个 环 同 态 ,并 把 单位 元 映 为 恒 等 同 态 *. 

线性 空间 (Y, O, ,FF) 是 线性 空间 (X, 十 ,:，F) 的 一 个 子 
空间 当 且 仅 当 YCX, 同时 运算 十 与 . 以 及 甸 与 ,在 后 者 定义 的 
集 上 相 一 致 .如 果 加 法 与 纯 量 乘法 按 惯用 的 方法 定义 , 那 末 X 模子 
空间 Y 的 陪 集 族 X/Y 能 构成 线性 空间 。 于 是 X 到 X/Y 上 的 射影 
f 对 于 FF 的 所 有 元 4 与 5 入 中 的 所 有 zx 与 ”具有 性 质 : {Car+ 
by) =a- K) 十 5b- f(y)。 这 样 的 函数 称 为 线性 函数 。 如 果 f 


1》 这 一 名 中 说 运算 * 是 一 环 同 态 不 妥 。 这 句 话 改 成 下 列 的 容易 直接 证 有 明 的 命题 较 
为 确切 . | 
命题 ， 设 FF 是 一 个 域 , 1 RARE CV). REZAR (X, ) 
的 自 同 态 环 .。 设 两 个 函数 9:F>R MO: FXX>X 间 有 关系 : 
plal) = ax, aC Fix eX, 
则 (X,@,@) 是 域 下 上 的 一 个 线性 空间 当 且 仅 当 史 是 一 个 环 同 态 且 pl) 是 RR 
内 的 恒 同 ( 辐 态 ), 一 一 校 者 注 
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是 线性 函数 ， 集 广 [0] 称 为 了 的 零 空间 :; 线性 函数 的 零 空间 是 定 
义 域 的 线性 子 空间 〈 假 定 加 法 与 纯 量 乘法 的 运算 确实 已 下 了 定 
义 ). 

假定 1 是 在 xX 上 到 Y 的 线性 函数 ， 而 8 是 X 到 Z 上 的 线性 映 
HH, 并且 它 使 得 f 的 零 空 间 包 含 & 的 零 空 间 . 于 是 存在 唯一 的 在 
Z 上 到 Y 的 线性 函数 使 得 f = A o OCORRE f o ee 1 
唯一 元 ). (函数 4 称 为 由 f 与 8 导出 的 .) 这 个 事实 的 一 个 特殊 推 
HE: 每 个 线性 函数 可 以 写成 到 一 个 商 空间 内 的 一 个 射影 随后 作 
用 于 一 个 一 对 一 的 线性 函数 . 


实 BL 
本 节 的 主要 精力 放 在 与 实数 有 关 的 少数 最 重要 结果 的 证 明 
上 . 
一 个 有 序 域 是 一 个 域 己 和 一 个 被 我 们 称 为 正 元 率 的 子 集 P, 
使 得 : 


(a) 如 果 * By 均 为 王 的 元 , 则 * 十 ? 与 9 HAP AT: 

CO) 如 果 * 是 P 的 一 个 示 , 则 下 述 诊断 恰好 有 一 个 成 立 :+ E P, 
—r EP, 或 者 x = 0, 

定义 x 二 7 当 且 仅 当 y 一 x€P， 容 易 验证 二 是 的 一 个 线 
性 序 。 通 常 关于 对 不 等 式 相 加 与 相 乘 的 简单 命题 是 成 并 的 .。F 中 
使 得 一 x EP 的 那些 元 * 称 为 负 的 . 

实数 被 假 守成 为 一 个 有 序 域 ， 而 它 是 有 序 完备 的 即 每 个 有 上 
界 的 非 空子 集 有 最 小 上 界 或 者 上 确 界 . 由 定理 9 最 后 这 个 要 求 完 
全 等 价 于 : 每 个 有 下 界 的 非 空子 集 有 最 大 下 界 或 者 下 确 界 . 

我 们 首先 证 明 一 些 关于 整数 的 命题 ， 一 个 归纳 集 是 一 个 实数 
集 A, 而 它 使 得 0€ 4, 同时 只 要 x€E A4， 则 x+ 十 1€ 4A4。 称 一 个 实 
ee x 是 非 负 整数 当 且 仅 当 >* 属于 每 一 个 归纳 集 。 换 名 话说， 非 负 
整数 集 w 被 定义 为 所 有 归纳 集 族 的 元 之 交 . o 的 每 个 元 实际 上 是 
非 负 的 ， 因 为 所 有 非 负 数 的 集 是 归纳 的 ,显然 % 自 身 是 一 个 归纳 
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集 , 并 且 是 其 它 归 纳 集 的 子 集 . 于 是 推出 (数学 归纳 原理 ) onset 
归纳 子 集 恒 等 于 % 彤 依据 这 个 原理 的 证 明 均 称 为 归纳 法 证 明 . 我 
们 证 明 下 面 这 个 小 定理 作为 一 个 例子 : MRP 与 4 均 为 非 负 整数 
Hp<q, Wa-—ptwo. 首先 注意 由 0 和 所 有 形 为 ?十 1 的 数 
(此 处 2 属于 7 所 组 成 的 集 是 归纳 的 ， 所 以 w@ 的 每 个 非 0 元 形 为 
p 十 1。 其 次 令 4 为 所 有 非 负 整数 ?使 得 对 于 w% 中 的 每 个 较 大 
元 9，9 一 pw ZE. WURA O EA., 如 有 果 我 们 假定 ?是 4 
的 一 个 元 且 4 是 % 中 任意 一 个 大 于 PP 十 1 的 元 ,于 是 p 二 4 一 1， 
所 以 4 一 1 一 pp ew， 这 是 由 于 pE 4 和 4 一 1€w 的 缘故 .从 而 
十 1€ 4， 故 4 是 一 个 归纳 集 ， 所 以 4 = w. 同样 简单 地 可 以 
证 明 。 的 两 个 元 之 和 仍 为 。 的 一 个 元 ， 于 是 推 得 集 {x:x《w 或 
一 x* € w) 是 一 个 群 , 它 是 整数 群 . 

数学 归纳 原理 的 另 一 种 形式 常常 是 很 方便 的 ， 即 : o 的 每 个 
非 空 子 集 4 有 一 个 最 小 元 ， 欲 证 此 命题 我 们 汐 虑 。 oth AY RR 
所 有 元 之 集 B; 即 B = {pip €o EHT ARTH gs psa. R 
B 不 是 归纳 的 ;因为 如 果 g€ 4, 则 g +1€B。 APOC BRB 
中 存在 一 个 元 使 得 p +1 eB. MR pe 4， 则 显然 ?是 4 的 最 
小 元 ; 否则 4 中 存在 一 个 元 48 使 得 p< 二 9 二 pp 二 1. 于 是 4 一 ? 
是 名 的 非 0 元 ,而 9 一 了 一 1 是 名 的 负 元 ,这 是 不 可 能 的 . 

在 下 面 的 意义 下 ， 用 归纳 法 定义 一 个 函数 是 可 能 的 。 对 于 每 
个 非 负 整数 p, 令 ws = {q:4€ 0 Bose}. BERNRK LN 
一 个 函数 ,已 知 它 在 0 之 函数 值 为 a, 并 且 对 于 在 集 o 上 的 每 个 函 
数 g SE Fg), 而 它 等 于 欲求 函数 在 ”十 1 的 值 . 于 是 在 ?十 1 
上 和 欲求 的 函数 值 可 能 依赖 所 有 小 于 如 十 1 的 整数 值 . 在 这 种 情况 
F, o 上 存在 唯一 的 函数 1 使 得 1(0) 一 as， 并 且 对 于 中 的 每 个 
p> f(p +1) = FCfl ws) 成 立 . CAR flo, 是 函数 了 在 集 wp 上 的 
限制 . ) 这 个 命题 经 常 被 认为 是 显然 的 可 是 它 的 证 明 并 不 十 分 简 
单 . 

13 em. ARRON 4 ISTE O TIDEN P i 要 z 是 以 


“， 并 且 对 于 w 中 的 每 个 p, p + 1) = FG le). 
证 明 , OF 为 所 有 函数 的 族 ， 此 处 的 定义 域 是 oo， 


peo, g0) 一 a 且 对 于 w 中 每 个 合 于 9 三 Pp 一 1 的 元 9,g(4 十 


1) = F(glo,). (直观 上 ,多 的 元 是 欲求 函数 开始 的 一 段 . ) 族 多- 
有 很 重要 的 性 质 ， 如 果 & AREF 的 元 ， 则 不 是 8 Ch HE 
AC g。 欲 证 这 一 点 必须 证 明 对 于 同时 属于 这 两 个 函数 定义 域 的 
每 个 9,g(49) = h(g)， 如 若 不 然 , 令 4 为 使 得 ga) 关 Ala) 的 最 
小 整数 ,因为 g(0)=h(0) =a, 所 以 4 #0, Ke glg) = Fle lam). 
由 于 对 于 所 有 小 于 9 的 值 g 与 4 都 相同 ， 且 FO lo) = h(q). 
于 是 得 一 矛盾 . 

OS f= Ule:<¢ KX}, WORE. oR Cr, y) 
EEF H (x, z)€hEF, Wey SG,2) 同时 属于 8 或 
者 同时 属于 4， 故 y 二 x， 从 而 f 是 一 个 函数 ,但 是 还 必须 证 明 
它 是 欲求 的 函数 .首先 因为 {(0，4)}€ 鲍 ， 帮 0) = 二 a。 其 次 如 
Ra 十 1 属于 /的 定义 域 ， 那 末 对 于 多 中 某 个 g，4 十 1 是 8 
的 定义 域 中 的 一 个 元 ， 故 j (4g 十 由 ==g(qg+1)= Felo) 一 


F(flo,). 最 后 来 证 明 f 的 定义 域 为 wa， 假定 4 是。 中 不 属 f 定 


义 域 之 首 元 , 则 4 一 1 是 f 定义 域 之 未 元 ;并 且 fU14(q，,F(f))? 是 
Fis. 所 以 4 属于 fe. TES FE. 

上 面 的 定理 能 够 系统 地 用 于 证 明 实 数 的 基本 性 质 。 例如 , 假 
设 。 是 一 个 正 数 且 ? 是 一 个 整数 ，2? 定义 如 下 : 在 上 面 的 定理 
中 ， 令 4 = 1 且 对 于 每 个 以 op 为 定义 域 的 函数 g， 令 Fle) = 
bgs), 于 是 1(0) = 1 且 对 于 ow 中 的 每 个 p, fe 十 1) = bi(p). 
假定 了 是 这 样 的 函数 , 它 的 存在 性 已 为 上 面 的 定理 所 保证 . WS 
b = f(p), FRE Oo = 1 FA ort! = bb?， 但 据 此 能 够 用 归纳 法 
证 明 对 于 w 中 的 所 有 元 ? 与 qe bt m= bP. 6? 如果 对 于 每 个 非 
负 整 数 p， 定义 为 1/5*, 那 末 常用 的 初等 方法 可 以 证 有 明 对 一 切 
整数 pis q, b71 = HP. ba, 

BHRERMANAHTCH, RMR AAS BUEA PSS 
的 这 个 事实 ， 现 在 我 们 证 明 一 个 简单 的 、 但 又 是 非常 值得 往 意 的 
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关于 有 序 完备 性 的 推论 。 BSP REROBALA. Aik 
x 是 w 的 最 小 上 界 ， 那 末 * 一 工 将 不 是 上 界 . 于 是 对 于 ww 中 的 某 
A pH x 一 1 一 p. 但 这 样 一 来 + <p 十 1 便 与 x 曾 被 假定 为 上 
RWS. GRR se 是 一 个 正 实数 且 7 是 一 个 实数 , 则 
对 于 某 个 正 整 数 p，px > y。 此 因 w% 中 存在 一 个 大 于 y/x 的 元 p. 
对 此 命题 成 立 的 有 序 域 称 为 具有 Archimede 序 . 

我 们 尚 需 用 到 每 个 非 负 实数 有 一 个 -进展 式 这 件 事 ， 在 此 
b 是 任意 一 个 大 于 1 的 整数 .粗略 地 说 ,我 们 是 想 把 数 x* 写成 5 的 
寡 再 乘 上 一 个 倍数 的 这 种 项 的 和 ,而 此 倍数 (数值 是 一 个 小 于 “的 
非 负 整数 . 自然 一 个 数 的 5- 进展 式 可 能 不 唯一 . 譬如 ,在 十 进展 开 
式 中 .9999.…( 所 有 为 9) 与 1.0000…( 所 有 为 0) 均 为 同一 个 实数 的 
fist. 实际 上 ,这 种 展 式 的 本 身 是 一 个 函数 , 它 把 每 一 个 整数 映 成 
0 与 5 一 1 之 间 的 一 个 整数 ,并 使 得 有 第 一 个 非 零 数字 存在 (由 于 
小 数 点 以 前 只 需要 有 限 个 非 零 整 数 ). 形式 地 说 , 称 « 是 一 个 b- 
展 式 当 且 仅 当 4 是 一 个 在 整数 集 上 到 wi( 一 {4:9《w 且 4 所 一 
1}) 的 函数 ,并 使 得 有 一 -个 最 小 整数 ?存在 ,对 于 它 al =al) 不 
为 零 ， 一 个 5b- 进展 式 称 为 有 理 的 当 且 仅 当 存在 一 个 最 后 的 非 零 
数字 (也 就 是 说 ,对 于 某 一 整数 p, 只 要 4 > bp， 则 a= 0). 对 于 
每 个 有 理 纪 -进展 式 有 一 种 简单 方法 ， 使 它 对 应 于 一 个 实数 (a). 
除了 对 于 有 限 个 整数 外， 数 ab 为 零 ， 对 在 此 有 限 集 中 的 p， 
apo? 之 和 等 于 实数 r(a). RINE rla) 一 BELa: p WR}. 
具有 这 种 形式 的 实数 是 RABY. 而 这 些 数 对 于 整数 ?与 4 恰 
好 都 是 qb? 这 种 形式 . 令 为 所 有 b- 进 展 式 之 集 , 则 EE 按 字 典 序 
是 线性 有 序 的 ; 详细 的 来 说 ， 按 字典 序 一 个 -进展 式 « 在 一 个 b- 
进展 式 。 之 前 是 指 对 于 使 得 op + cp 的 最 小 整数 p, ap < cp RY. 
很 容易 看 出 ,好 象 一 个 字典 ,实际 上 瑟 按 一 是 线性 有 序 的 ， 对 应 的 
r 是 保 序 的 ,而 这 也 正 是 下 面 命题 的 关键 . 

14 EB. 设 E 为 5- 进展 式 之 集 . ER ATEENAN. 并 
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~ R 陵 射 到 下 实数 集 上 。 

证 明 。 按 照 定 理 10，+ 有 一 个 保 序 扩张 了 VERY aR 
的 在 五 中 序 - 有 界 集 的 每 个 子 集 变 成 实数 的 一 个 序 - 有 界 子 集 ， 但 
是 对 于 在 互 中 的 每 个 a, 在 R 中 显然 存在 56 使 得 2 > a, Mink 
H: 如果 民 的 一 个 子 集 4 以 4 为 上 界 ， 则 +(2) 为 r141 的 上 界 . 
类 似 地 论述 可 以 应 用 到 下 界 , 于 是 7 把 序 - 有 界 集 变 成 序 - 有 界 集 . 
下 此 它 有 一 个 保 序 扩张 了 ,其 定义 域 为 E. 

欲 证 这 种 扩张 是 唯一 的 , 由 定理 11 只 要 证 明 对 于 非 负 实数 x 
E y, WR x 二 y, 则 在 RR 中 存在 4 使 得 x 二 r(a) 二 y 就 足够 了 ， 因 
为 对 于 每 个 非 负 整数 p, b > pg《 这 一 点 很 容易 用 妇 纳 法 证 明 ). 
又 因为 非 负 整数 集 是 无 界 的 ， 所 以 存在 一 个 整数 p 使 得 DS 
1/(y 一 x). 于 是 5b7? < 《(y 一 x*)。 因 为 此 序 是 Archimede 序 , 所 以 存 
在 一 个 整数 4g 使 得 9 和 之 yy。 又 由 于 这 样 的 整数 9 存在 一 个 最 小 
的 ,所 以 可 以 假定 (4 一 D27? < y. 由 此 推出 (gq — 1b? > «te 
A 6-? 小 于 《y 一 x), 这 证 明了 存在 一 个 6- 进 有 理 数 (9g 一 1), 
它 是 RR 中 的 一 个 元 之 象 ， 并 居于 x* 与 》 之 疗 ， 从 而 对 应 7 HE 
的 . | 

其 次 我 们 证 明 此 对 应 了 在 互 ~ R 上 是 一 对 一 的 。 很 容易 看 出 
r 在 R 上 是 一 对 一 的 。 所 以 下 面 把 这 个 事实 作为 假定 ， 设 at E, 
c€E~R A 4 二 +c， 则 对 于 第 一 个 使 得 a 与 cp HIRSH PLB 
有 ap< cp Ferd, 使 得 对 于 9 <p, dọ 一 av， 对 于 g>?P,> 
dı = 0 同时 dp 一 4g 十 1， 是 尺 中 一 个 大 于 a 的 元 。 又 由 于 c 没 
有 一 个 最 后 的 非 零 数字 ， 所 以 a 二 a 二 c。 根据 同样 的 道理 在 R 
中 存在 一 个 元 。 使 得 a 二 4 二。 二 cc。 于 是 由 R 上 的 函数 7 是 一 
对 一 的 , 推 得 TST) < FeS). 所 以 7 在 E~R 上 是 
一 对 一 的 . 

最 后 还 必须 证 明 在 7 的 上 映射 下 EB ~ 的 像 是 所 有 正 数 之 集 . 
首先 注意 对 于 尺 的 合 于 < 二 4 之 元 偶 c Rd, 在 E~ RR 中 存在 a 
使 得 c 二 4 二 4。 从 而 对 合 于 x 二 7》 之 正 实数 x 与 y, 在 E~RR 中 
存在 4 使 得 x 二 7(4) y 现在 假设 * 是 一 个 正 实数 ,而 它 不 是 
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E ~ RATHI. © F = {aa E~xRH 7(a) 二 x}. MRE 
F 有 上 确 界 c, 假定 rle)<x, WRAE~ RO ARARI G 
(co), x), XE TC) >r, WORE) RAE~ R 的 点 映 入 区 间 
(x, 7(c)). 但 是 无 论 哪 一 种 情况 均 得 一 矛盾 之 结果 . 所 以 说 如 
果 证 明了 在 E ~ R 中 的 每 个 有 上 界 的 非 空 子 集 必 有 上 确 界 : BE 
E ~ R 是 有 序 完备 的 , 则 本 定理 得 证 .于 是 假定 是 E ~~R 中 具有 
上 界 的 一 个 非 空子 集 ， 则 存在 一 个 最 小 的 整数 bp 使 得 对 于 在 F 中 
Wa, a #0, WI pe ce, AB. S Fzp 为 下 中 具有 非 零 
第 ?个 数值 ao 的 所 有 元 4 之 集 。 同时 令 cp = max{ap:a € Fp}. 
用 归纳 法 继续 令 Foi 为 Fy 中 对 于 4 二 了 使 得 44 一 cy 之 所 有 元 
a HE, 同时 令 Cot 一 max{ap+:a € Fpt1}, PA F, 中 不 可 
能 有 任何 一 个 是 空 集 。 并 且 不 难看 出 用 这 种 构造 法 所 得 到 的 展 云 
c 是 下 的 一 个 上 界 . 实际 上 是 一 个 上 确 界 ,并 且 c EE~R. | 

在 上 面 的 定理 用 于 等 于 2、3 和 10 时， 对 应 的 5- 进展 式 分 
别称 为 二 进 ,三 进 和 十 进 的 . 


可 数 集 


一 个 集 称 为 有 限 的 当 且 仅 当 它 能 与 某 个 形 如 {p:pEw 且 p 三 
q} 的 集 一 一 对 应 ,此 处 4 是 的 某 个 元 ， 集 4 是 可 数 无 穷 的 是 指 
它 能 与 非 负 整数 集 构成 一 一 对 应 ; 也 就 是 说 4 是 在 % 上 的 某 个 
一 对 一 函数 的 值 域 ， 一 个 集 是 可 数 的 是 指 它 不 是 有 限 便 是 可 数 无 
BA. 

15 ER OPAR T YY. 

证 明 . 假设 4 是 可 数 的 , f 是 在 上 上 以 4 为 值 域 的 一 对 一 函 
MA BCA, 于 是 了 在 PLB] 上 的 限制 是 在 w 的 子 集 上 以 了 为 
值 域 的 一 对 一 函数 , 如 果 能 够 证 明 OLB] 是 可 数 的 , 则 到 互 上 的 
一 对 一 函数 能 够 用 合成 法 造 出 。 所 以 本 证 明 化 为 证 明 w 的 任意 子 
集 C 是 可 数 的 . 令 eCo) 为 C 的 首 元 ,并且 对 口中 的 ”继续 归纳 地 
令 g(p) 为 C 中 不 同 于 8g(0), g), gO 一 1) BYE. WR 
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这 种 选 法 对 某 个 ?是 不 可 能 的 , 则 8 为 在 {9:9€wm 且 9 二 p} 上 以 
C 为 值 域 的 一 个 函数 ,并 且 C 是 有 限 的 .否则 (利用 定理 13 关于 用 
归纳 法 造 函数 的 办 法 ) 在 % 上 存在 一 个 函数 & 使 得 对 于 w 中 的 每 
A p, g(p) 是 C 中 不 同 于 5&(0)、g(D)、 8 一 1 的 首 元 ,显然 
g 为 一 对 一 的 。 用 归纳 法 容易 验证 对 于 所 有 的 p, g(p) 主 p。 故 由 
glp 十 1) 的 选 法 推 得 C 的 每 个 元 请 等 于 数 ea) 之 一 ,这 里 4 至 P 
因此 8 的 值 域 为 C.| 

证 明 。 只 要 证 肯 如 果 44 是 % 的 子 集 且 f 是 4 上 到 B 上 的 函 
数 , 则 好 是 可 数 的 就 够 了 ， 念 C 为 4 中 使 得 如 果 y€E4 和 yy 二 x*， 
则 fCx) + fly) 的 所 有 元 x 的 集 ; 也 就 是 说 C 是 每 个 集 广 [y] 之 
最 小 元 所 组 成 。 于 是 f1C 在 一 对 一 的 形式 下 映 C 到 3 上 . 因此 由 
定理 15 知 C 为 可 数 的 ,所 以 B 也 可 数 . | 

17 定理 . 如果 ,or 是 可 数 集 的 可 数 族 , 则 U {14:4€ .or 是 
可 数 的 ， 

证 明 。 因 为 .sr 是 可 数 的 ， 存 在 一 个 函数 F 它 的 定义 域 是 
的 一 个 子 集 , 而 它 的 值 域 是 .sr 。 由 于 对 % 中 每 一 p,，F(p) 是 可 数 
的 , 所 以 在 {p} X o 的 子 集 上 有 一 个 函数 Gr, 它 的 信 域 为 F(p). 
从 而 在 ox o 的 子 集 上 存在 一 个 函数 (函数 G 的 并 ), 它 的 值 域 为 
U {4: 4€ .or} .于 是 问题 化 为 证 明 o Xx w 是 可 数 的 .这 个 证 明 的 
关键 是 要 注意 : 如 果 我 们 认为 Xx % 位 于 平面 的 右上 部 ， 则 由 左 
上 到 右 下 穿 过 的 对 角 线 仅仅 包含 % xo 的 有 限 个 元 . 为 明显 计 ， 
HTE oR n, S B, = {(p,9):(p,9)EwXw 且 p49 二 2} 
则 B.S n+ NS AEU Bunea) SF o x w. Fok 
以 w x o 为 值 域 的 函数 可 以 通过 首先 选 Bo 的 元 ， 然 后 再 选 Bi; 的 
元 ,以 此 类 推 来 构造 ， 这 样 一 个 函数 的 明显 定义 禄 给 读者 补充 .| 

集 X 的 一 个 子 集 4 的 转 征 函数 是 这 样 的 一 个 函数 轧 对 于 X ~ 
4 中 的 +，f(x) =0; 而 对 于 4 中 的 x, Kx) 一 1. 在 集 和 上 一 个 
函数 f 假定 只 取 值 零 与 1 称 为 特征 函数 ; 它 显然 是 广 [1] 的 竺 征 
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PRR. 处 处 为 零 的 函数 是 空 集 的 特征 函数 , 而 在 上 恒 等 于 1 的 
绢 数 是 X 的 特征 函数。 两 个 集 有 相同 的 特征 隧 数 当 且 仅 当 它们 框 
等 。 所 以 在 X 上 的 所 有 特征 水 数 的 族 与 X 的 所 有 子 集 之 族 之 闻 存 
在 一 一 对 应 . 

WR © 是非 负 整数 集 ， 所 有 在 w 上 的 特征 函数 族 能 与 当 p > 
0 时 a 二 0 的 所 有 这 种 二 进展 式 4 之 集 F 构成 一 一 对 应 .0 
的 所 有 有 限 子 集 的 旋 与 由 有 理 二 进展 式 所 组 成 的 Ff 之 子 族 G 一 
一 对 应 。 现在 我 们 用 经 典 的 Cantor 方法 来 证 明正 是 不 可 数 
的 . 

18 定理 . 一 个 可 数 无 限 集 的 所 有 有 限 子 集 的 族 是 可 数 的 , 但 
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是 所 有 于 集 的 族 却 不 然 

证 明 。 由 于 定理 前 面 注 记 只 需 证 明 对 负 的 bp 具 有 4s 一 0 的 所 
有 二 进展 式 4 之 集 F 是 不 可 数 的 ， 同 时 由 有 理 展 式 组 成 的 之 子 
集 G 是 可 数 的 就 足够 了 . 假设 1 是 在 。 上 以 为 值 域 的 一 对 一 函 
数 . Sa 是 正中 使 得 对 每 个 非 负 整数 p, ap 一 1 — jp) 之 元 , 即 
a 的 第 ?个 下 标 等 于 1 RA IO) 的 第 ?个 下 标 。 于 是 a&€ FAM 
于 在 。 中 的 每 个 ?显然 有 2% Kp)， 因 为 a fp) 的 第 fp 个 下 
标 不 同 。 从 而 推出 “ 不 属于 f 的 值 域 。 于 是 得 一 矛盾 。 改 王 是 不 
可 数 的 . 

剩 下 的 是 要 证 明 G 为 可 数 的 。 对 于 在 w 中 的 p 令 G= {a: 
a€ G 且 对 于 9 > p，a4 一 0}. 于 是 Go 正好 包含 两 个 元 素 ,并 且 
Gon 的 元 的 个 数 恰好 为 Ge 的 两 倍 。 所 以 推出 Go 恒 有 限 . ik G= 
UiGe:pe wo} 是 可 数 的 .| 

依照 定理 14 在 F 和 实数 的 子 集 之 间 的 自然 对 应 ,在 F ~ G E 
是 一 对 一 的 ， 由 于 G 是 可 数 的 ,所 以 ~ G 必然 是 不 可 数 的 , 故 有 

19 系 ， 所 有 实数 的 集 是 不 可 数 的 。 


关于 可 数 性 的 许多 定理 都 是 关于 基数 的 较 一 般 的 定理 的 特殊 
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情形 . 非 负 整 数 集 w 在 上 面 起 着 特殊 的 作用 ， 而 在 更 一 般 的 方法 
里 ,这 一 作用 可 以 用 被 称 为 基数 的 集 (o 是 其 中 之 一 ) PRS. R 
们 称 两 个 集 4 与 8B 等 势 当 且 仅 当 存 在 一 个 在 4 上 且 以 8B 为 值 域 的 
一 对 一 疯 数 。 由 此 推出 对 于 每 个 集 4 存在 唯一 的 基数 C 使 得 和 44 与 
C 等 势 。 如 果 C 与 D 是 两 个 不 相同 的 基数 , 则 C 与 D 不 等 势 ,但 基 
数 之 一 ， Bi C, 与 男 一 个 集 的 真子 集 等 势 、 在 这 种 情况 下 , C 
被 称 为 较 小 的 基数 ,同时 写成 C oD. 依照 这 种 序 的 定义 所 有 基 
数 的 族 是 线性 序 化 的 . 甚至 于 ,每 一 非 空子 族 具 有 最 小 元 (这 些 事 
实 留 在 附录 中 给 予 证 明 ), 

“AE SHIRES eR AS BEATER, 
WET A TEI BN PF SAA — PAR RRS KA 
为 存在 两 个 基数 C 与 D 使 得 4 与 C 以 及 B 与 忆 分 别 等 势 ， 现 在 假 
定 存 在 一 个 4 上 到 号 的 一 个 子 集 的 一 对 一 函数 ， 同 时 又 存在 妃 上 
到 4 的 一 个 子 集 的 一 对 一 函数 . 则 c 与 己 的 一 个 子 集 等 势 ， 疝 时 
D 与 C 的 一 个 子 集 等 势 ， 又 由 于 基数 的 序 是 线性 的 , 从 而 推 得 
C= D, KABBES®, AMEA Schroeder-Bernstein EL. 
我 们 给 出 这 个 与 基数 一 般 理论 无 关 的 定理 的 直接 证 明 ， 原 因 在 于 
这 个 证 明 给 予 了 非 平 凡 的 附加 信息 . 

20 0 ER. 如 果 存 在 集 4 raw hit Woe by 


ai 

A. BRE f 是 4 到 B 内 的 一 个 一 对 一 映射 ， 并且 g BBE 
到 4 内 的 一 个 一 对 一 贞 射 。 可 以 假设 4 与 B 互 不 相交 .这 个 定理 
的 证 明 是 用 把 4 与 妃 分 解 的 方法 完成 的 ， 而 它 最 容易 用 单 性 生殖 
的 术语 来 描述 .点 * (属于 4 或 者 BAAR Y 的 祖先 当 且 仅 当 7 能 
够 由 x 依次 作用 f 与 8 (或 者 8 与 力 而 得 到 . 现 把 4 分 成 三 个 集 : 
X Ar 表妹 中 有 偶数 个 祖先 的 点 组 成 之 集 , 令 4o 表 有 奇数 个 祖先 
的 点 组 成 之 集 , 并 令 4 表 有 无 限 多 个 祖先 的 点 组 成 的 集 . 类 似 地 
分 解 B, IER: fik As EI Bo Eo A, 3) Bi EX gtk Ao 
到 Be E. 改 在 AeU 4, 上 与 f 相 一 致 并 在 Ag 上 与 go 相 一 致 的 
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RRS A FB ERAD. | 

21 注 记 ， 上 面 的 证 明 并 没有 用 到 选择 公理 ,这 一 点 虽然 有 它 
的 价值 ,但 不 很 重要 .而 其 重要 的 在 于 要 注意 到 僻 求 沼 数 是 由 两 个 
已 知 水 数 通 过 可 数 过 程 构造 出 来 .显然 如 果 1 是 一 个 在 4 上 到 8B 
的 一 对 一 函数 ， 并 且 & 是 一 个 在 B88 上 到 4 的 一 对 一 泛 数 ， 如 果 
Eo = 4 ~ gL1B1, IFEA n, Enr = gfe], ANDRES 
U {E,:n€ w}, 则 在 BE 上 等 于 f 且 在 4 ~ EE 上 等 于 g 的 函数 4 是 
4 到 8B8B 上 的 一 对 一 上 映 象 .( 更 确切 地 说， 一 GIEJ)U GTA ~ 
E .) 这 个 结果 的 重要 性 是 基于 这 样 的 事实 : mR Se RARE 
有 趣 的 性 质 ( 璧 如 是 Bore BERK). WA 保持 这 些 性 质 . 

定理 20 的 这 一 直观 而 又 简练 的 证 明 形 式 是 属于 G. Birkhoff 
和 S. MacLane BY. 


FF 数 


除了 例子 之 外 ， 序 数 在 本 书 中 是 不 需要 的 。 然而 几 个 最 有 总 
义 的 反例 全 都 建筑 在 序数 的 基本 性 质 上 ， 所 以 看 起 来 在 此 适当 地 
叙述 一 点 与 此 有 关 的 事实 是 需要 的 . 〈 序 数 的 构造 以 及 这 些 还 有 
其 他 性 质 的 证 明 均 留 在 附录 中 给 出 .) 

22 综述 ， 存 在 一 个 不 可 数 集 0’, 它 被 关系 一 线性 序 化 ,并 
HOT: 

(a) g 人 人 生生 于 生生 DENE 


是 可 数 的 . l 

集 0 是 所 有 小 于 等 于 0 的 序数 集 ， 而 0 是 第 一 不 可 数 序数 。 
使 得 每 个 非 空子 集 有 一 个 最 小 元 的 线性 有 序 集 是 和 良 序 的 .特别 
是 良 序 集 的 每 个 非 空 子 集 具 有 下 确 界 。 由 于 9 的 每 个 子 集 有 上 
Fi, BNO, 于 是 利用 定理 9 推 得 8 的 每 个 非 空子 集 有 上 确 界 . XX 
FO 的 很 多 稀奇 事实 之 一 是 下 面 的 
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23 定理 . 如 果 4 是 8 的 一 个 可 数 子 集 且 O&A, WAE 
确 界 小 于 o. 

Ii. 假定 4 是 9 的 一 个 可 数 子 集 且 QK& 4. 对 于 4 中 的 每 
个 元 4“ 集 {x:x 三 a} 是 可 数 的 。 故 所 有 这 种 集 的 并 是 可 数 的 。 这 
个 并 等 于 {x: 对 于 4 内 的 某 个 a， x 三 a}。 因 此 这 个 并 的 上 确 界 4。 
是 4 的 一 个 上 界 。 点 5 相对 于 这 个 序 仅 有 可 数 个 在 前 面 的 元 ， 故 
2 关 8 于 是 推 得 4 的 上 确 界 小 于 8. | 

S 内 有 一 个 元 应 给 予 特别 的 注意 .。 在 2 内 其 前 面 不 止 有 限 
多 个 序数 的 序数 中 的 最 小 者 称 为 第 一 非 有 限 序 数 并 记 为 ,符号 
o 已 被 用 来 表示 非 负 整数 集 ， 由 序数 的 构造 可 知 , 第 一 非 有 限 序 
数 实际 上 就 是 非 负 整 数 集 o 
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. 如果 4 与 B 是 两 个 集 ， 稍 卡 几 乘积 4 Xx B 被 定义 为 所 有 使 得 
<€CAH ye BRE (x, y) 2H. 把 第 卡 儿 乘 积 的 定义 推广 到 
集 族 上 ,正如 把 并 与 交 的 概念 推广 到 任意 的 集 族 上 一 样 是 有 用 的 . 
假定 对 一 个 指标 集 4 的 每 个 元 a。， 给 定 一 个 集 X. W X. 的 笛 卡 
儿 柔 积 ， 记 作 X {X,:a€ 4}， 被 定义 为 在 4 上 且 对 4 中 的 每 个 a 
使 得 x(a) EX AER = 的 集 ， TBE SS PARA ie tn 
目 对 于 在 4 中 的 as Xa E Xs). 这 个 定义 在 一 开 开始 可 能 稍 合 感到 有 
点 奇 坚 ， 但 实际 上 它 是 直观 概念 的 精确 和 叙述: RRNA ee 
每 个 集 XM (EN r) 所 组 成 EX ERa TERRE, HHA 
r 是 乘积 的 点 x Ba SBR. BMP 把 乘积 的 每 个 点 + 映射 

到 第 4 个 坐标 x, 上 ， 是 到 第 a 个 坐标 集 内 的 射影 ; 这 也 就 是 说 
P(x) = x4. FRA Ps 又 称 为 在 a 的 计 值 . 

笛 卡 儿 乘 积 有 一 个 重要 的 特殊 情况 。 假定 对 于 在 指标 集 4 中 
的 每 个 a 坐标 集 X, A ERE Y, g EJLER X {Xaa E AS = 
X {Y;a 4} 二 4x:x 是 在 4 上 到 Y WE}. 于 是 X14Y:;a€ 4} 的 
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确 是 在 4 上 到 YY 的 所 有 函数 的 集 . 有 时 写成 Y4， 一 个 熟悉 的 例 
于 是 实数 n 维 欧 氏 空 间 、 这 是 一 个 在 由 整数 0, 1, n — 1 
的 集 上 的 所 有 实 值 淆 数 之 集 , 并 且 元 * 的 第 i 个 化 标 为 ri. 

还 有 另 一 个 有 意义 的 特殊 情况 .假设 指标 集 是 一 个 集 族 .er 
自身 ,并 且 对 于 .sz 中 的 每 个 4, 第 4 个 坐标 集 为 4， 在 这 种 情况 
下 ，* 稍 卡 儿 乘积 Xt4:46 .er EE ERA AR x 的 族 , 它 便 得 
对 于 ,ez 中 的 每 个 4， x4 € A, PEA FILER Te EE RA 
称 为 对 于 .sz 的 选择 函数 .因为 直观 上 函数 x 从 每 个 集 4 中 “ 选 
择 ” 一 个 元 *4。 如 果 空 集 是 ,ex 的 一 个 元 , 则 对 于 .ex 显然 不 存在 
选择 函数 ; 也 就 是 说 这 种 稍 卡 上 几 乘 积 是 空 的 ， 如果 ,sr 的 元 均 不 
空 ,但 稍 卡 儿 乘 积 非 空 却 不 是 十 分 明显 的 ， 事实 上 ,对 于 这 样 一 个 
族 选 择 函 数 的 存在 性 问题 推 证 起 来 沿 颇 需 一 些 技巧 .下面 一 节 中 
所 研究 的 几 个 命题 , 其 每 一 个 都 等 价 于 这 个 问题 的 正面 回 人 党。 同 
时 我 们 把 这 些 命题 中 最 方便 的 一 个 作为 一 个 公理 来 假定 . 《不 同 
的 选择 在 附录 中 给 出 ;这 与 下 面 一 节 合 起 来 说 明了 这 些 不 同 的 说 
法 是 等 价 的 .) 此 外 我 们 还 以 难得 的 自我 克制 ,而 不 去 讨论 哲学 上 
的 牵连 . 


Hausdorff 极 大 原理 


设 .exz 为 一 个 集 族 ( 或 者 集 族 的 集体 )。 一 个 元 4 称 为 .oz 的 
最 大 元 ,如 有 果 4 包含 所 有 其 它 的 元 ;也 就 是 说 如 果 4 大 于 .ex 中 所 
有 其 它 的 元 。 类 似 地 4 是 族 中 的 最 小 元 ， 当 且 仅 当 4 被 包含 在 每 
个 元 中 。 欲 知 一 个 族 有 无 最 大 元 或 者 最 小 元 通常 是 很 重要 的。 Ë 
然 当 它们 存在 时 ,最 大 与 最 小 元 都 是 唯一 的 ， 然而, 即使 在 族 .ez 
没有 最 大 元 的 情况 下 ,虽然 有 一 些 元 既 不 包含 4 也 不 被 4 所 包含 ， 
但 可 能 没有 其 它 元 真正 包含 4. 这样 的 一 个 元 称 为 这 个 族 中 的 极 
大 元 。 形 式 地 说 , 4 为 .ev 的 一 个 极 大 元 当 且 仅 当 .ez 中 没有 元 真 
ERA 4. 类似 地 4 为 .ex 的 一 个 极 小 元 当 且 仅 当 .er 中 没有 元 
真正 被 4 所 包含 。 造 一 些 族 , 它 没有 极 大 元 或 者 它 的 每 个 元 同时 
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为 极 大 和 极 小 的 例子 是 很 容易 的 (例如 一 个 互 不 相交 族 )。 在 一 
情况 下 ,为 了 保证 极 大 元 的 存在 必须 加 上 某 些 特殊 的 假定 . 

一 个 集 族 多 称 为 一 个 套 ( 有 了 时 称 为 塔 或 者 链 ) 当 且 仅 当 只 要 4 
与 B 是 族 中 的 两 个 元 ， 则 不 是 ACB EE BCA. 而 这 同 说 一 个 
族 先 被 包含 天 系 线性 序 化 , 或 者 用 我 们 的 术语 来 讲 族 包 按 包 含 关 
系 构 成 一 个 链 完 全 是 一 回 事 。 如果 NCa 且 多 是 一 个 套 ; 则 称 匈 
是 .sz 中 的 一 个 套 .我 们 知道 一 个 集 族 可 能 没有 极 大 元 素 .现在 让 
我 们 考虑 在 一 个 指定 的 族 .wr 中 所 有 套 的 集 , 并 问 它们 之 中 是 否 有 
一 个 极 大 套 存 在 ;也 就 是 说 对 于 每 一 族 ,er , 在 ,ex 中 是 否 存 在 一 
NEM 在 eo 中 没有 套 真正 地 包含 它 ? 我们 假定 把 下 面 的 论述 
当 作 一 个 公理 ， 

24 Hausdorff 极 大 原理 。 WMRork—-TRRANA .er 


hae TORE RO LRRD. Aii 
这 些 结果 之 前 , 让 我 们 回顾 一 下 通常 与 此 有 关 的 一 些 术 语 ， 一 个 
集 族 .sz 称 为 是 有 限 畦 征 的 当 且 仅 当 .er 中 元 的 每 个 有 限 子 集 是 
.er 的 元 , 同时 每 个 集 A, 若 它 的 一 切 有 限 子 集 属于 or, BAS 
属于 .sr。 如 果 一 是 集 4 的 一 个 序 , 则 被 一 线性 序 化 的 子 集 忆 称 为 
在 4 中 的 一 个 链 ， 有 序 集 4 的 一 个 极 大 元 是 属于 4 中 每 个 可 比较 
元 素 之 后 的 一 个 元 素 *; 也 就 是 说 如 果 ye 4， 则 或 是 ?在 * 之 前 
或 者 x 不 在 ”之 前 ,关系 < 是 集 4 的 一 个 良 序 是 指 < 为 4 的 一 个 
线性 序 ,并 使 得 4 的 每 个 非 空子 集 有 首 元 (此 元 小 于 等 于 每 个 其 他 
的 元 ). 如 果 和 4 存在 一 个 良 序 , 则 我 们 称 4 能 良 序 化 . 

25 定理 . 


| 


(d) Kuratowski 引 理 。 有 序 ( 半 序 ) 集 中 的 每 个 链 补 包含 车 
a 

Ch) 良 序 原理 ， 每 个 集 都 能 请 序 化 。 

证 明 。 我们 粗略 的 说 一 下 每 个 命题 的 证 明 ， 但 很 多 细节 留 给 
读者 . : | 

Ca) 的 证 明 。 在 ,er 中选 一 个 极 大 套 路 , 并 令 4 为 .wr 中 一 个 
@&U{M:M ema Wak .or 的 一 个 极 大 元 ， 因 为 如 果 有 4 
真正 被 包含 在 ,xr 的 一 个 元 B 内 , 则 U14B} 是 .ex 中 的 一 个 套 ， 
它 真正 包含 咏 ， 从 而 得 到 一 个 矛盾 . 

(b) 药 证 明 。 看 起 来 上 面 那 种 证 法 是 显然 能 行 得 通 的 .不管 
怎么 样 ，(b) 的 证 明 可 借助 令 X= U4 AE et}, 4K A 
的 元 相对 于 XX 之 余 族 的 方法 而 用 (a) RB. GE De Morgan 公式 
CRE (a) 的 假设 ， 故 存在 一 个 极 大 元 M， 于 是 X ~ M 一 定 是 
.ez 的 一 个 极 小 元 . 

Cc) 的 证 明 。 这 个 证 明 是 基于 极 大 原理 (a)。 令 .er 为 一 个 具 
有 有 限 特征 的 族 , 令 实 为 ,or 中 的 一 个 套 , 并 令 A=UYIN:NE TN}, 
4 的 每 个 有 限 子 集 己 必 为 入 的 某 个 元 之 子 集 ,因为 我 们 可 以 选取 
套 先 的 一 个 有 限 子 族 , 使 它 的 并 包含 R， 并 且 此 有 限 子 族 有 一 个 
最 大 元 包含 F. 从 而 4€ er. Mie 满足 (a) 的 假设 ,所 以 存在 
一 个 极 大 元 . 

Cd) WIE. 假定 B 为 半 序 集 4 中 的 一 个 链 . 令 wr 为 4 中 
包含 了 之 所 有 链 的 族 . WENE or 中 的 一 个 套 , 则 能 直接 验证 
UIN: NEN} 仍 是 一 个 元 ,于 是 .oy 满足 《a) 的 和 假设， 从 而 有 一 个 
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(ce) WIE. SF—HTRA RETF LF. 

~~) 的 证明。 回顾 一 个 函数 是 没有 两 个 元 有 相同 第 一 个 坐标 
的 序 个 集 ， 设 多 为 所 有 这 样 的 函数 f 的 族 : f 的 定义 域 是 4 的 
一 个 子 集 且 对 于 在 了 定义 域 中 的 每 个 a, fla) E Xa CF 的 元 均 
为 我 们 欲求 冰 数 的 “片段 ”,) 下 面 我 们 证 明 A 为 具有 有 限 特征 的 
族 。 WREAK 的 一 个 元 ; 则 的 每 个 子 集 ,; 特 别 是 有 限 子 集 仍 
AF 的 一 个 元 。 另 一 方面 ,如 果 f 是 一 个 集 , 它 的 每 个 有 限 子 集 
属于 F, 则 + 的 元 均 为 序 侦 ,没有 两 个 不 同 的 序 偶 有 相间 的 第 一 
TER. Mitt 了 是 一 个 函数 。 加 之 ， 如 果 < 为 f 定义 域 中 的 一 个 
元 ; 则 fe, faye KH, Mila E Xa 从 而 推 得 fe FH. 

因为 多 是 一 个 具有 有 限 特征 的 族 。 所 以 多 有 一 个 极 大 元 
<c， 现 只 需 证 明 < 的 定义 域 为 4. 假定 4 为 4 的 一 个 元 而 非 ¢ 的 
定义 域 中 的 元 ， 于 是 由 Xe。 非 空 推 得 在 X, 中 存在 一 个 元 7 且 cU 
人 key) 自身 是 一 个 函数 ， 同 时 它 又 是 多 的 一 个 元 。 但 这 与 < 为 
极 大 元 相 矛 盾 ， 

o O) 的 征明。 把 选择 公理 应 用 到 对 于 在 .ez 中 的 每 个 A, 
X 一 4 的 指标 集 er E. 

Ch) 的 和 证明 。 设 X 是 一 个 欲 良 序 化 的 (不 空 ) 集 , 令 .az HX 
的 所 有 非 空子 集 的 族 , 同 时 设 e 是 对 于 .ez 的 一 个 选择 函数 ;也 就 
是 说 c 是 一 个 在 .er 上 使 得 对 于 .wr 中 的 每 个 4,c(A4)€ 4 的 函数 。 
这 个 证 明 的 想法 是 构造 一 个 序 和 使 得 对 于 每 个 “初始 段 ”4，, 在 此 
序 中 4 后 面 的 第 一 个 点 是 ce(X ~ A). 明确 地 说 ， 定 义 一 个 集 4 
为 相对 于 序 二 的 一 个 段 当 且 仅 当 在 4 的 一 个 元 之 前 的 每 个 点 是 4 
自身 的 一 个 元 .特别 地 , 空 集 是 一 个 段 . 令 SC 为 满足 下 面条 件 的 所 
有 自 反 线性 序 硅 的 类 壬 的 定义 域 D 为 了 的 一 个 子 集 上 且 对 于 每 个 
不 同 于 DD 的 段 4， D ~ 4 的 第 一 个 点 是 cl(X ~ A). CHENE 
是 一 个 良 序 几 乎 是 显然 的 ， 因 为 如 果 好 是 元 至 定义 域 的 一 个 非 空 
子 集 且 4 一 {y:i F B PREN x yS H y + x}, c(X~ A) 
为 8 的 首 元 ,假定 下 与 所 都 是 银 的 元 ,D 为 硅 的 定义 域 ,而 为 志 
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的 定义 域 ， 令 4 为 使 得 集 {y:y 三 x} 与 {y:y Sr) 恒 等 且 在 这 些 
集 上 两 个 序 一 致 所 有 点 UR. 于 是 4 同时 相对 于 筷 与 所 是 一 个 
段 。 MRABASDRAS ERS. (X ~ 4) 属于 此 二 集 且 
不 属于 4 的 第 一 个 点 ;但 由 4 的 定义 知 c(X ~ ADE 4。 从 而 推出 
4 二 DD 或 者 4 二 EE。 于 是 名 的 任意 两 个 元 均 有 下 面 的 关系 : 任 
何 一 个 元 的 定义 域 是 相对 于 男 一 个 元 的 一 个 段 ， 并 且 在 这 个 段 上 
两 个 序 是 一 致 的 . 利用 这 个 事实 不 难看 到 多 的 元 之 并 到 自身 是 客 
的 一 个 元 ; 它 是 名 的 最 大 元 。 如 果 F 是 飞 的 定义 域 , 则 FF = 二 XX, A 
为 倘若 不 然 , 点 ce(X ~ FF) 可 能 接 在 这 个 序 的 最 后 (更 确切 地 说 ,一 
UCF x {c(X ~ F)}) 是 < 的 一 个 元 ， 它 真 包 含 <)。， 于 是 定理 
得 证 .| 

26 ic. 上面 列举 的 每 个 命题 实际 上 都 等 价 于 .Hausdorff 极 
大 原理 . 并 且 它 们 之 中 的 任何 一 个 均 有 理由 被 当成 一 个 公理 来 假 
定 。 在 附录 中 极 大 原理 由 选择 公理 导出 ， 

上 面 给 出 的 从 选择 公理 推导 良 序 原理 的 方法 本 质 上 是 依据 
Zermelo [1], 然而 应 用 定理 25 (e) 来 证 明 它 也 是 完全 有 可 能 的 。 
注意 一 个 良 序 的 套 的 并 一 般 不 再 是 一 个 良 序 ， 所 以 想 把 极 大 原理 
直接 应 用 到 良 序 的 族 上 是 不 可 能 的 . 

应 当 注 意 在 定理 25 中 不 同 命题 的 符号 有 点 随意 性 , Hausdorff 
极 大 原理 曾 被 C. Kuratowski, R. L. Moore 和 M. Zorn 以 与 上 
面相 近 的 形式 彼此 独立 使 用 过 ， 

最 后 还 需 注意 : 虽然 已 给 的 Tukey 引 理 的 形式 和 多少 有 些 暴 
型 , 但 它 不 能 直接 地 推出 多 数 通常 列举 的 一 些 应 用 (例如 ,每 个 群 
包含 一 个 极 大 的 Abd 子 群 )， 它 的 更 一 般 形 式 叙 述 为 (很 粗略 
H): 如 果 一 个 集 族 .er 被 一 些 〈 可 能 无 穷 多 个 ) 条 件 所 定义 ， 而 
每 一 个 条 件 仅仅 涉及 有 限 多 个 点 ; 则 .sr 有 一 个 极 大 元 。 


第 一 章 拓扑 空间 
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拓扑 是 指 这 样 的 集 族 7, 它 满足 两 个 条 件 ，. 的 任意 两 个 
元 的 交 和 .F 的 每 一 个 子 族 的 元 的 并 仍 为 的 元 . Æ X= UU: 
UC FV 必须 是 T 的 元 ,因为 . 奖 是 它 自 己 的 一 个 子 族 ; 另外 T 
的 每 一 个 元 都 是 X 的 子 集 ， 我 们 称 集 X 为 拓扑 .2 的 空间 ,而 多 
叫做 是 关于 关 的 一 个 拓扑 . MCX, TF) 称 为 拓扑 空间 。 当 不 会 
引起 误解 时 ,我 们 可 以 简写 成 “X 为 拓扑 空间 ”， 但 在 必须 确切 说 
明 的 情况 下 ,我 们 还 要 明显 地 指出 ( 璧 如 对 同一 个 集 X 考虑 两 种 不 
同 的 拓扑 ). 四 

th T WIM HE T MARR .六 - 开 集 , 如 果 在 讨论 中 
只 有 一 种 拓扑 , 那 末 就 简称 为 开 集 .拓扑 的 空间 X 恒 为 开 集 ; 空 集 
也 恒 为 开 集 ,因为 它 是 空 族 的 元 的 并 . 这些 可 能 是 仅 有 的 开 集 , 因 
为 只 售 X 和 空 集 为 其 元 的 族 是 关于 X 的 一 个 拓扑 、 虽然 这 不 是 一 
种 很 有 趣 的 拓扑 , 但 它 也 时 常 出 现 , 值得 给 予 一 个 名 称 ;我 们 称 它 
为 关于 X 的 平 请 (或 平凡 ) 拓 扑 , 于 是 (X,. 普 ) 为 平庸 拓扑 空间 . 另 
一 种 极端 情形 是 X 的 所 有 子 集 的 族 , 它 叫 做 关于 和 的 离散 拓扑 (此 
BCX, J) 为 离散 拓扑 空间 )， 若 .为 离散 拓扑 , 则 空间 的 每 一 
个 子 集 为 开 集 . a | 

显然 关于 集 X 的 离散 和 平庸 拓扑 分 别 为 关于 和 的 最 大 和 最 小 
拓扑 ， 即 关于 X 的 每 一 个 拓扑 均 包 含 在 离散 拓扑 内 并 且 包含 平庸 
th, ET MO 为 关于 X 的 拓扑 , 则 根据 对 任意 的 集 族 所 用 的 
说 法 ; 当 . 疙 Cr 时 称 .六 小 于 或 和 大 于 .于 .换言之 ,. 歼 小 
于 < 当 且 仅 当 每 一 个 T-FREN WFR. 在 这 种 情况 下 也 
称 天 粗 于 入 或 细 于 .2 六 (不 幸 的 是 ,这 种 情况 在 文献 中 用 两 
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种 不 同 的 语句 来 描述 : FT RTM T BO). BF MBH 
为 任意 两 个 关于 XX 的 拓扑 ; 则 可 能 出 现 T BEAU LBS Oe 
的 情形 ;这 时 根据 对 半 序 所 用 的 说 法 , 称 .2 和 人 为 不 可 比较 的 . 

带 有 适当 拓扑 的 实数 集 是 一 个 很 有 趣 的 拓扑 空间 .这 是 不 足 
为 背 的 ,因为 拓扑 空间 的 概念 就 是 实数 的 某 些 有 趣 性 质 的 抽象 . 关 
于 实数 的 通常 拓扑 是 指 所 有 这 样 的 集 组 成 的 族 ,对 其 内 的 每 一 点 ， 
它 包 含 含有 该 点 的 一 个 开 区 间 ， 即 实数 集 的 子 集 4 为 开 集 当 且 仅 
当 对 4 的 每 一 个 元 * FER 4 和 2 使 得 a 二 x 二 5b 并 且 开 区 间 和 y: 
ax<y<ib} EARTE. 自然 ， 我 们 必须 证 明 该 集 族 的 确 是 一 
个 拓扑 ， 但 这 一 点 不 难 实现 。 还 值得 指出 的 是 此 时 开 区 间 恒 为 开 
集 . 

拓扑 空间 CX, FT) AHAB WHR x ABM CT -PM) 当 
且 仅 当 也 包含 含有 r 的 一 个 开 集 . 虽然 一 个 点 的 邻 域 不 必 一 定 为 
开 集 , 但 每 一 个 开 集 一 定 是 其 内 每 一 点 的 邻 域 . 又 一 个 点 的 每 一 
个 邻 域 均 包含 该 点 的 一 个 开 邻 域 。 若 . 歼 为 平庸 拓扑 ， 则 点 zx 仅 
有 的 邻 域 就 是 空间 X 它 自己 。 若 .为 离散 拓扑 ; 则 每 一 个 含有 点 
«ORB A x 的 邻 域 ， 若 XX 为 实数 集 ， T 为 通常 拓扑 , 则 点 zx 的 
邻 域 是 包含 含有 * 的 一 个 开 区 间 的 集 . 

1 定理 。 一 个 集 为 开 的 当 县 仅 当 它 包 含 其 内 每 二 点 的 一 个 令 
域 . 

WH. 显然 集 妈 的 一 切 开 子 集 的 并 忆 仍 为 4 的 开 子 集 。 于 是 
车 4 包含 其 内 每 一 点 的 一 个 邻 域 ， 则 4 的 每 一 个 元 * BF AWE 
ANF FSB reU. 从 而 4 =U, ORB 4 为 开 集 . 
另 一 方面 若 4 为 开 集 ， 则 它 包 含 其 内 每 一 点 的 一 个 邻 域 〈 即 
4).| 

这 个 定理 显然 蕴含 : 一 个 集 为 开 的 当 且 仅 当 它 是 它 的 每 一 点 
HIBER. 
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证 明 . BUAV HAs 的 邻 域 ,; 则 有 开 邻 域 Uo 和 TV 分别 包 
合 在 U 和 内 , 故 UNV RIB Ul Vo， 从 而 它 是 * 的 一 个 
DR. TEZ 的 两 个 (因而 有 限 多 个 ) 元 的 交 为 QU 的 元 . 

另外 若 集 忆 包含 点 z 的 一 个 令 域 , 则 它 包含 * 的 一 个 开 邻 域 ， 
从 而 它 目 己 也 是 x 的 一 个 邻 域 ，| 

3 注 记 。 Fréchet 首先 考虑 了 抽象 空间 ， 在 随后 的 年 代 里 ， 
随 着 对 于 概念 和 基本 方法 的 大 量 探讨 ,拓扑 空间 的 概念 发 展 起 来 
T. 该 理论 的 发 展 情况 差不多 都 可 以 在 Hausdorff 的 经 典 著作 [1 
和 稍 后 的 Fundamenta Mathematicae 的 最 初 几 卷 中 找到 . 从 这 些 
探索 中 ， 实 际 上 两 个 基本 概念 就 已 经 出 现 了 :拓扑 空间 和 一 致 空 
间 ( 第 六 章 "). 而 较为 新 近 才 出 现 的 后 一 概念 (A. Weil[1]), 主 要 
是 由 于 拓扑 群 的 研究 . 

关于 一 般 拓 扑 的 标准 参考 书包 括 : 

Alexandroff 和 Hopf [1] (前 两 章 )， Bourbaki[ 1], Fréchet[ 2], 
Kuratowski [1], Lefschetz [1] 《第 一 章 )，R. L. Moore [1], New- 
man [1], Sierpinski [1], Tukey [1], Vaidyanathaswamy [1]#0 G. T. 
Whyburn [1]. | 
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FETS A(X, FW TR 4 叫做 闲 集 : 当 且 仅 当 它 的 余 集 和 ~ 
4 为 开 集 . 因 为 集 4 的 余 集 的 余 集 仍 为 4, 故 集 为 开 集 当 且 仅 当 它 
的 余 集 为 闭 集 ， 若 丈 为 平庸 拓扑 , 则 X 的 余 集 和 空 集 的 余 集 为 仅 
有 的 闭 集 , 即 只 有 空 集 和 区 为 闭 集 . 空 间 X 和 空 集 既 是 财 集 , 又 是 开 
集 总 是 正确 的 ,但 可 能 出 现 ,正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 这 两 个 集 是 仅 有 
的 闭 集 ， 若 .为 离散 拓扑 , 则 每 一 个 于 集 痢 是 闭 集 和 开 集 . BX 
为 实数 集 , . 歼 为 通常 拓扑 , 则 情况 完全 不 同 ， 虽 然 闭 区 间 ( 即 形 如 
(ra Sr SE) 的 集 必 为 闭 集 ， 但 开 区 间 就 不 是 闭 集 并 且 举 开 区 
TD 此 处 原 节 误 为 第 七 章 ， 以 下 关于 原 书 的 印刷 错误 都 由 译 者 加 以 订正 ,而 不 再 一 

一 指明 ,一 一 译 者 注 
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fal CBI N {r:a < x <b) RÈ {ria Sr 的 集 , 其 中 a< db) 
既 非 开 集 , 又 非 闭 集 。 问题 LJ ERA ANa a RA 
实 就 是 仅 有 的 既 开 又 闭 的 集 . 

根据 De Morgan 公式 (预备 知识 定理 3 ), 集 族 的 元 的 余 集 的 
并 ( 交 ) 为 交 ( 并 ) 的 余 集 ， 因此, 有限 多 个 闭 集 的 并 为 闭 集 , 并 且 任 
意 一 族 闭 集 的 交 也 为 闭 集 .下面 的 定理 将 表明 这 些 性 质 恰好 就 是 
所 有 闭 集 的 族 的 特征 ,但 我 们 略 去 它 的 简单 的 证 明 . 

4 定理 . 设 多 A-TRAK. CREM: SRT RVI 
任意 非 空 于 族 的 交 < 仍 为 其 元 ,并 且 X 一 UiF: on ae 则 
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我 们 知道 拓扑 空间 的 拓扑 能 够 借助 于 点 的 邻 域 来 描述 ， 因 此 
通过 邻 域 也 一 定 能 够 描述 闭 集 ， 这 种 描述 就 引出 了 点 的 按 下 述 方 
法 的 一 种 新 的 分 类 ， 集 4 为 闭 的 当 且 仅 当 X ~ 4 为 开 的 ,从 而 当 
且 仅 当 ~ 4 的 每 一 个 点 有 一 个 邻 域 被 包含 在 X ~ 4 内 ， 或 等 
价 地 ,与 4 不 相交 .因此 4 为 闭 集 当 且 仅 当 对 每 一 个 *, 若 * 的 每 
一 个 邻 域 与 4 相交 , 则 x*e 4。 从 而 导出 下 面 的 定义 . 

我 们 称 点 x 为 拓扑 空间 (X, T) 的 子 集 4 的 聚 点 (有 时 叫做 
凝聚 点 或 极限 点 ), 当 且 仅 当 * 的 每 一 个 邻 域 包含 异 于 * 的 4 中 的 
点 。 于 是 ,点 的 每 一 个 邻 域 与 4 相交 当 且 仅 当 * 或 者 是 4 的 点 ， 
或 者 是 4 的 聚 点 。 由 此 易 知 下 列 定理 为 真 . 

5 定理 ， 拓 扑 空间 的 子 集 为 闭 集 当 且 仅 当 它 包含 它 的 所 有 毒 
点 . 

如 果 * 为 4 的 聚 点 ， 那 末 我 们 有 时 用 这 样 一 种 很 有 启发 性 的 
说 法 来 描述 它 ， 即 “存在 4 的 点 任意 接近 **， 当 我 们 采用 这 种 观 
点 时 ,就 会 发 现 平庸 拓扑 空间 的 确 是 “完全 挤 满 的 ”, 因为 其 中 每 一 
个 点 * 都 是 每 一 个 异 于 空 集 和 集 x} 的 集 的 聚 点 。 另 一 方面 ， 在 
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离散 拓扑 空间 中 任意 点 都 不 是 一 个 集 的 聚 点 ， 若 X 为 具有 通常 拓 
扑 的 实数 集 , 则 可 能 出 现 多 种 情况 ， 若 4 为 开 区 闻 (0,1), WAR 
H [0,1] NS RX ADR. 若 4 为 所 有 平方 小 于 2 的 非 负 
有 理 数 的 集 , 则 闭 区 间 [0, V 2 ] 为 4 的 所 有 聚 点 的 集 . 若 4 为 所 
有 整数 的 倒数 的 集 , 则 0 为 4 的 仅 有 的 聚 点 ,另外 所 有 整数 的 集 没 
ARA, 

6 定理 ， 任 意 集 与 它 的 所 有 聚 点 的 集 的 并 人 恒 为 闭 集 . 
TES, 车 * 既 非 4 的 点 , MAE ARORA, WE * 的 开 邻 域 
它 与 4 不 相交 ， 又 从 U 是 其 内 每 一 点 的 邻 起 可 推出 的 每 一 点 者 
不 是 4 的 聚 点 , 故 集 4 和 它 的 聚 点 的 集 的 并 为 一 个 开 集 的 余 集 ，| 

集 4 的 一 切 聚 点 的 集 有 时 器 做 4 的 导 集 ， 
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拓扑 空间 (XX, FT) 的 子 集 4 的 闭 包 《~ 闭 包 ) 是 指 所 有 包 
含 4 的 闭 集 的 族 的 元 的 交 .，4 的 闭 包 记 为 ATRA. BAH 
集 , 因 为 它 是 闭 集 的 交 ; 又 易 见 4 包含 在 每 一 个 包含 4 的 闭 集 内 . 
因此 4 为 包含 4 的 最 小 闭 集 ， 人 了 从而 4 为 闭 集 当 且 仅 当 4 = A, 
下 面 的 定理 将 利用 集 的 聚 点 来 描述 它 的 闭 包 . 

7 定理 ， 任何 集 的 闭 包 是 该 集 和 它 的 所 有 聚 点 的 集 的 并 . 

证 明 . 因为 集 4 的 每 一 个 聚 点 也 是 每 一 个 包含 4 AY SAY AR 
点 ， 亦 即 为 每 一 个 包含 4 的 闭 集 的 元 , 故 4 包含 4 和 4 的 所 有 聚 
点 . 

另 一 方面 ;根据 上 一 定理 ,由 4 和 它 的 所 有 聚 点 所 组 成 的 集 为 
闭 集 ,因而 它 包 含 4 一 .| 

我 们 把 在 拓扑 空间 的 每 一 个 子 集 4 处 取 值 4- 的 函数 叫做 关 
于 拓 扩 的 闭 包 半数 或 团 包 算 子 。 这 个 算 子 完全 决定 了 拓扑 ,因为 
和 集 4 为 闭 集 当 且 仅 当 4 一 447， 换言之 ， 团 集 仅仅 是 关于 闭 包 算 
FREER, 现在 来 壮 虑 如 下 的 富有 启发 性 的 问题 ， 在 什么 情况 
下 对 确定 的 集 X 的 一 切 子 集 所 定义 的 算 子 就 是 关于 和 的 某 个 拓扑 
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的 闭 包 算 子 > 为 此 先 考 察 描述 闭 包 的 四 个 很 简单 的 性 质 。 首先 ， 
因为 空 集 为 闭 集 , 故 空 集 的 闭 包 也 为 空 集 ， 其 次 ,任何 集 都 包含 在 
它 的 闭 包 内 .第 三 ,因为 每 一 个 集 的 闭 包 密 为 闭 集 , 故 任何 集 的 闭 
包 的 闭 包 与 该 集 的 闭 包 相 同 ( 在 通常 的 代数 术语 下 ,这 就 是 说 , 闭 
包 算 了 是 幕 等 的 )， 最 后 ,两 个 集 的 并 的 闭 包 恰 为 闭 包 的 并 ,因为 从 
(A4UB)- 为 包含 4 和 BB 的 闭 集 可 推出 它 包含 4- 和 B, REA 
含 47UB™; 另 一 方面 A UBHAS 4UB 的 闭 集 ， 从 而 也 包含 
CAUB)-. 

所 谓 X 上 的 闭 包 算 予 就 是 这 样 的 一 个 算 子 ， 它 变 义 的 每 一 个 
子 集 4 为 X 的 子 集 4° 并 且 满 足 如 下 的 四 个 条 件 ; 即 Kuratowski 
的 闭 包 公理 : 

Ca) E o HEMI o 一 0 

(b) 对 每 一 个 A, AZAS 

Cc) 对 每 一 个 4， A = A’: 

(d) 对 每 一 个 4 和 B,(AUB)Y = AU BY. 

下 面 的 Kuratowski 定理 证 明了 这 四 个 条 件 实际 上 也 就 是 汝 包 的 特 
征 , 而 以 下 廊 定 义 的 拓扑 就 叫做 与 闭 包 算 子 相关 联 的 拓扑 . 
8 定理 . 设 为 X EMME T > 又 设 KF 为 所 有 使 得 A = 


闭 包 ， 

WH. 公理 (a) 说明 空 集 属于 多 , 而 公理 (d) 又 说 明了 多 
的 两 个 元 的 并 仍 为 F 的 元 , KAE, F 的 任何 有 限 子 族 ( 空 或 非 
空 ) 的 并 为 F 的 元 ， 由 于 (b) XCX*, MUX = X, HRA F 
的 元 的 并 恰 为 EX， 于 是 根据 定理 1.4， 欲 证 .多 为 关于 X 的 拓扑 ， 
只 须 证 多 的 任何 非 空子 族 的 元 的 交 也 为 多 的 元 。 为 此 ,首先 注 
BG BCA, W BCA’, 这 是 因为 4 一 [(4 ~ B)IUB]} 一 (4~ 
BYU B°. Sita HF IERT, B= N{4:4¢.2]), WA 
BASH. 的 每 一 个 元 内 , 故 BCA AE er) 一 人 {A:A€ 
wx} = B, 又 BCB, Mig B =B, BD BE ， 这 就 证 明了 
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TF 是 一 个 拓扑 

剩 下 要 证 的 是 AAAD TANGA”, 根据 定义 4 为 所有 
包含 4 的 8~ 闭 集 ( 即 外 的 元 ) 的 交 , 再 根据 公理 (c) AEF, 
ATCA, KN AWE BH FIAT DA 可 推出 A DA, BZ AT = 
A‘, | 
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现在 考虑 另 一 个 定义 在 拓扑 空间 的 所 有 子 集 的 族 上 的 算 子 ， 
它 与 闭 包 算 子 有 着 很 密切 的 联系 。 我 们 称 拓扑 空间 的 子 集 4 的 点 
x 为 4 的 内 点 , 当 且 仅 当 4 是 x 的 一 个 邻 域 ,又 4 的 所 有 内 点 的 集 
叫做 4 的 内 部 , 记 作 4'.( 按 通常 的 术语 关系 “… 是 … 的 一 个 内 点 ” 
是 关系 “… 是 … 的 一 个 邻 域 ”的 逆 关 系 . ) 为 方便 起 见 ,在 考察 具体 
例子 之 前 先 列举 这 个 概念 和 以 前 的 各 个 概念 之 间 的 联系 . 

9 定理 . 设 4 为 拓扑 空间 X 的 子 集 , 则 4 的 内 部 A! 为 开 集 并 
LER DEAT ES. 又 4 为 开 集 当 且 仅 当 4 一 4. 《4 中 所 有 


+ 和 


X~ A, 

证 明 ， 若 点 * 属于 和 集 4 的 内 部 ， 则 x HADRTAF RUN 
元 ,市 品 的 每 一 个 元 也 是 L 的 元 , 故 4 包含 其 内 每 一 点 的 一 个 邻 
BRIAR. BVAAWATEH, yvev, WAXY NBR, A 
yea, Am L 包含 4 的 每 一 俱 开 对 集 ， 即 它 是 4 的 最 大 开 子 . 
E 4 为 开 集 , 则 和 陈 自然 与 它 的 最 大 开 子 集 相 同 , 故 4 为 开 集 当 
HERZ A= 8. 

若 x* 为 4 中 的 点 ,而 不 是 X~ ADRS WA r 的 邻 域 0, 它 
BX~ 4 不 相交 ,从 而 是 4 的 子 集 , 故 4 是 * 的 邻 域 ， vee. 
另 一 方面 , l 是 其 内 每 一 点 的 邻 域 并 且 4 5BX~aA 不 相交 
是 没有 A 中 的 点 , 它 是 XX ~~ ARA. 

最 后 , 因为 A 是 由 A 中 不 是 X ~ 4 的 聚 点 的 点 所 组 成 , 故 它 
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TH 


RR X~ A 恰 好 就 是 所 有 这 样 的 点 的 集 , 它 或 者 是 X~ 了 的 点 ， 
或 者 是 X~ 4 的 论点 ,这 表明 该 余 集 即 为 闭 包 (X~ 4) .| 

上 一 定理 的 最 后 一 个 结论 值得 作 一 些 更 进一步 的 讨论 .为 方 
便 起 见 , 我们 把 余 集 X ~ 4 记 为 4 .此 时 A”, 即 4 的 余 集 的 余 
集 仍 为 4( 我 们 有 时 称 ' 为 周期 等 于 2 的 算 子 )。 因此 ,前 面 的 这 个 
结果 又 可 以 改写 成 AY = A, 再 取 余 集 就 得 到 4" = A’, BA 
的 内 部 为 4 的 余 集 的 闭 包 的 余 集 . AL 4 RBA, 则 又 有 4- 一 
4 ， 改 集 的 闭 包 为 余 集 的 内 部 的 余 集 ". 

若 和 为 平庸 空间 ， 则 除 X 自 己 外 每 一 个 集 的 内 部 为 空 集 ， 若 
X 为 离散 空间 , 则 每 一 个 集 既 开 又 闭 , 故 与 它 的 内 部 、 也 与 它 的 闭 
包 相 同 。 若 X 为 具有 通常 拓扑 的 实数 集 , 则 整数 集 的 内 部 为 空 集 ， 
而 闭 区 间 的 内 部 为 具有 相同 端点 的 开 区 间 . 有理 数 集 的 内 部 为 空 
集 , 从 而 它 的 内 部 的 闭 包 仍 为 空 集 。 另 一 方面 ,有 理 数 集 的 闭 包 为 
实数 集 X， 于 是 它 的 闭 包 的 内 部 亦 为 X， 因 此 ， 集 的 闭 包 的 内 部 
可 以 完全 不 同 于 内 部 的 闭 包 ， 即 内 部 算 子 和 闭 包 算 子 一 般 是 不 可 
交换 的 ， | | 
还 有 一 个 另外 的 算 子 , 它 时 常 出 现 ,以 至 于 需要 我 们 专门 去 立 
述 它 的 定义 . 所 谓 拓扑 空间 X 的 子 集 4 的 边界 就 是 指 所 有 这 样 的 
扩 的 集 , 它 既 不 属于 4 的 内 部 ,又 不 属于 XX ~ 4 的 内 部 ， 等 价 地 ， 
* 为 边界 的 点 当 且 仅 当 x 的 每 一 个 邻 域 与 4 和 X~4 都 相交 . 
显然 ,4 的 边界 与 X ~ AWWA. AX. HH 4 既 不 是 
X， 又 不 是 空 集 ， 则 4 的 边界 为 X; 又 当 X 离 散 时 每 一 个 子 集 的 边 
FABE. 另外 在 通常 拓扑 下 任何 实数 区 间 的 边界 只 含有 该 区 间 
Nine, 并 且 它 与 区 闻 是 否 为 开 、 闭 或 半 开 无 关 ; MARKERE 
理 数 集 的 边界 就 是 所 有 实数 的 集 . 

我 们 容易 看 出 边界 \、 闭 包 和 内 部 之 间 的 关系 .和 而 下 面 的 略 去 证 


D 有 一 个 有 趣 而 又 有 启发 性 的 间 题 ， 也 就 是 通过 任意 次 序 连续 运用 闭 包 , REM 
内 部 算 子 ,从 拓扑 空 间 的 一 个 给 定 的 子 集 4 能 够 作出 多 少 个 不 同 的 集 ? 根据 上 
一 段 的 讨论 以 及 4 一 = 一 4 问题 又 可 以 化 为 : 通过 交替 应 用 余 集 和 闭 包 算 地 ， 
从 4 能 够 作出 多 少 个 不 同 的 集 ? 它 的 意 想不到 的 解答 将 在 问题 1.E 中 给 出 。 
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明 的 定理 就 概括 了 这 些 事实 ， 

10 定理 . OE Mik CA) AW 
WU SCA) = AWN (CX ~ A = AT ~ A, X ~ BCA) = AUK 
AY, AT = AUM AHH P= AW ea), 

TPRAMS SERS CAS CLR. FAR AR 


当 它 与 它 的 边界 不 相交 . 


Æ 和 子 基 


在 定义 实数 集 的 通常 拓扑 时 我 们 是 先 从 所 有 开 区 E A E 和 
出 发 ,然后 再 由 它 作 出 拓扑 ST. 同样 的 方法 也 可 以 应 用 于 其 它 的 
HE, DERM KERN SEAM. 我 们 称 集 族 S&H 
T 的 基 当 且 仅 当 BET 的 子 族 并且 对 空间 的 每 一 点 zx 和 > 
的 每 一 个 邻 域 品 有 BWV EB re VCU。 于 是 ， 所 有 开 区 间 
的 族 为 实数 集 的 通常 拓扑 的 基 ， 这 是 根据 通常 拓扑 的 定义 以 及 开 
区 间 恒 为 该 拓扑 的 开 集 的 事实 ， 

基 有 一 个 简单 的 特征 ， 它 常常 被 当 作 定义 : GT 的 子 族 
BAT 的 基 当 且 仅 当 的 每 一 个 元 为 BS 的 元 的 并 .现在 来 
证 明 这 个 事实 .假设 绍 为 拓扑 的 基 , UET, AVA BSR 
有 为 的 子 集 的 元 的 并 ,并 设 x+EU, WA BS PWS re WC 
U, 即 xEV, 于 是 UCV, XK VFR AEE URTE., KE 
V 一 U. SiR, 假设 SCT HAT WS—7*TH SHE 
WH. TEHUET, WEE 家 的 一 个 子 族 的 元 的 并 ， 从 而 对 
U 中 的 每 一 个 x* 有 BWV E re VCU, M BHT WR. 

虽然 这 是 构造 拓 装 的 一 种 很 方便 的 方法 ， 但 谨慎 一 点 是 必要 
的 ， 因 为 并 非 每 一 个 集 族 都 是 某 个 拓扑 的 基 。 例如 , 设 X 由 整数 
0, 1 和 2 组 成 , 又 设 4 与 中 分 别 由 0 和 1 与 1 和 2 组 成 , Ha 
为 这 样 的 族 ， 它 的 元 是 X, 4, BM. WY 不 是 其 个 拓扑 的 
基 : 因为 通过 直接 计算 可 知 S 的 元 的 并 仍 为 它 的 元 , 故 若 9 为 
某 个 拓扑 的 基 , 则 该 拓扑 就 必定 是 纪 它 自己 ;但 5 不 是 一 个 拓扑 ， 
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AA ANBES. 下 面 的 定理 将 清楚 地 说 明 出 现 这 种 现象 的 原因 ， 
11 定理 RE BARTS X=U({B: DE BIET hay 


ROEMER x€ WH WCUNY. V, crores 

证 明 . A 多 为 某 个 拓扑 的 基 ,U 和 为 铬 的 元 并 且 x EU 人 NN 
V, WA UNV ARR, BRA 2 的 元 使 得 x 属于 它 并 且 它 还 是 
UNV 的 子 集 . 

今 证 其 逆 , 设 B 为 具有 所 述 性 质 的 族 , TOMA B 的 元 的 
HOR. T 的 元 的 并 本 身 也 是 儿 的 元 的 并 , 获 它 亦 为 TFT 的 元 ， 
因此 只 须 证 的 两 个 元 U 和 了 的 交 仍 为 的 元 .车 x*EUNMTV, 则 
AM Bay U’ AMV’ 使 得 xEU'CU HHE x€V'CV, 此 时 又 有 
BWW E1 ce WCU NV CUNV,s VMUNV HSH 
FF, BUF 是 一 个 拓扑 .| 

我 们 已 经 看 到 任意 的 集 族 S 可 以 不 是 基 个 托 扑 的 基 因此 ， 
我 们 把 问题 加 以 改变 ,来 考虑 是 否 有 一 个 唯一 的 拓扑 , 它 在 某 种 章 
义 下 由 2 到 所 生成 、 自然 如 此 的 拓扑 应 当 是 关于 集 X 的 一 个 拓扑 ， 
其 中 X 为 F 的 元 的 并 ;并 且 Z 的 每 一 个 元 应 当 是 关于 该 拓扑 的 
FR, BY 为 这 个 拓扑 的 子 族 。 这 样 就 又 把 问题 转化 为 ， 是否 
有 关于 X 的 一 个 最 小 拓扑 它 包 含 52 ?下面 的 简单 结果 就 给 出 了 这 
个 最 小 拓扑 . 
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证 明 . ES DARE, B 为 Sf 的 元 的 所 有 有 限 交 的 族 ， 
则 多 的 两 个 元 的 交 仍 为 儿 的 元 ,再 应 用 上 一 定理 便 知 SEE 
拓扑 的 基 .| 

我 们 称 集 族 S HEH ST 的 子 基 当 是 仅 当 2 的 元 的 所 有 有 
限 交 的 族 为 T 的 基 ( 即 当 且 仅 当 FT 的 每 一 个 元 是 22 的 元 的 有 
限 交 的 并 )。 根 据 上 一 定理 , 每 一 个 非 空 的 族 5 是 某 个 拓扑 的 子 
基 : 并 也 该 拓扑 自然 唯一 的 由 2 所 决定 ,同时 它 还 是 包含 F 的 最 
小 拓扑 ( 即 它 是 包含 F 的 拓扑 并 且 还 是 每 一 个 包含 F 的 拓扑 的 
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TH). 
一 般 地 说 ,一 个 拓扑 是 有 许多 不 同 的 基 和 子 基 , 但 我 们 可 根据 
所 讨论 的 间 题 从 中 选 出 最 适合 的 一 种 。 对 于 实数 集 的 通常 拓扑 ， 
最 自然 的 子 基 是 : 所 有 半 无 限 开 区 间 的 族 ， 即 所 有 形 如 {x:x > 
a} 或 {x:x <a) 的 集 组 成 的 族 . 因为 每 一 个 开 区 间 是 两 个 如 此 
的 集 的 交 ， 故 该 族 是 一 个 子 基 . NEAGEMA a 的 所 有 同上 形式 
的 集 组 成 的 族 是 一 个 并 不 太 有 明显 ,但 却 更 为 有 趣 的 子 基 ( 见 问题 1. 
J). 

拓扑 具有 可 数 基 的 空间 有 许多 很 好 的 性 质 .。 这样 的 空间 叫做 
满足 第 二 可 数 性 公理 《对 此 ， 也 可 使 用 可 分 和 完备 可 分 三 术语, 但 
我 们 都 不 准备 采用 ). 

13 oa 若 4 为 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 的 不 可 数 子 集 , 则 有 


Em "Bik 了 的 任何 点 均 不 为 4 的 聚 点 ,又 设 SARE, 
则 对 4 中 的 每 一 个 x 有 一 个 不 包含 异 于 x 的 4 的 点 的 开 集 ， 故 有 
Bea B, 使 得 BNA 一 {x}， 于 是 4 的 点 和 B 的 某 个 子 族 的 
元 之 间 就 建立 了 一 个 一 一 对 应 的 关系 ,从 而 4 为 可 数 集 .| 

该 定理 的 一 个 更 深刻 的 形式 将 陈述 于 问题 1.H. 

我 们 称 集 4 在 拓扑 空间 X 中 稠密 当 且 仅 当 4 的 闭 包 为 X。 称 
拓扑 空间 X 为 可 分 当 且 仅 当 存在 在 X 中 稠密 的 可 数 子 集 ， 可 分 空 
间 可 以 不 满足 第 二 可 数 性 公理 。 例 如 , 设 X 为 一 个 不 可 数 集 , 它 的 
拓扑 由 有 限 集 的 余 集 和 XX 本 身 组 成 ， 则 每 一 个 非 有 限 的 子 集 皆 稠 
密 , 因 为 它 与 每 一 个 开 集 都 相交 . 另 一 方面 ,假设 X 有 可 数 基 绍 , 命 
* 为 X 的 确定 的 点 , 则 所 有 使 得 * 属于 它 的 开 集 的 族 的 交 为 {r}, 
因为 每 一 个 另外 的 点 的 余 集 必 为 开 集 ; 由 此 可 见 ， 所 有 使 得 * x 属于 
E B 的 元 的 交 亦 为 {x}, 但 该 可 数 多 个 B 的 元 的 交 的 余 集 为 
可 数 多 个 有 限 集 的 并 ,从 而 为 可 数 集 , 于 是 得 到 矛盾 .( 较 不 平凡 
的 例子 以 后 将 会 遇 到 , ) 至 于 具有 可 数 基 的 空间 必 为 可 分 的 事实 则 
是 不 难 证 明 的 ， | 

14 定理 . Le TRAN EH EY 为 可 人 
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证 明 . 从 基 的 每 一 个 元 中 选取 一 个 点 ， 于 是 得 到 一 个 可 数 集 
A AR 4 A 的 闭 包 的 余 案 为 开 案 并 且 与 4 不 相交 , 故 它 不 包含 基 的 

“我 们 称 族 .or 为 集 Mae OL BeEH RUA: 4 Er} 
的 子 集 , 即 当 且 仅 当 B 的 每 一 个 元 属于 .er 的 其 个 元 . 称 .sz 为 了 
FAHLE a 的 每 一 个 元 是 开 集 ， 而 覆盖 .sz 的 仍 
为 覆盖 的 子 族 则 做 .ex HFS. 

15 定理 (Lindelat)， 具 有 可 数 基 的 拓扑 空间 的 子 集 的 每 一 个 
FR RG LT RE, 

证 明 . 假设 4 为 一 个 子 集 ，.ez AATAS 而 B 是 拓扑 
的 可 数 基 , 则 因 ,ex 的 每 一 个 元 是 Z 的 元 的 并 , KA Z 的 子 族 
当 , 它 也 覆盖 4 并 且 使 得 多 的 每 一 个 元 是 .ez WETTER. 
对 儿 的 每 一 个 元 , 我 们 选 定 一 个 .ez 的 元 包含 它 ， 于 是 得 到 .ez 
的 一 个 可 数 子 族 多 .这 时 多 仍 为 4 的 覆盖 ,因为 多 覆盖 4; 从 
而 er 有 可 数 子 覆盖 .| 

拓扑 空间 称 为 Lindelsf 空间 当 且 仅 当 空间 的 每 一 个 开 覆 盖 
la FE. 

第 二 可 数 性 公理 前 面 已 经 陈述 ， 现 在 再 来 陈述 第 一 可 数 性 公 
E, 这 个 公理 与 基 的 概念 的 局 部 形式 有 关 . 所谓 点 xx 的 邻 域 系 的 
基 , 或 x 处 的 局 部 基 就 是 指 这 样 的 邻 域 族 , 它 使 得 * 的 每 一 个 邻 域 
包含 该 族 的 某 个 元 ， 例 如 每 一 点 的 所 有 开 邻 域 的 族 恒 为 该 点 的 邻 
域 系 的 基 ， 我 们 称 拓扑 空 间 满 足 第 一 可 数 性 公理 ， 假 如 每 一 点 的 
邻 域 系 都 有 可 数 基 ， 显 然 ， 每 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空 
同 也 满足 第 一 可 数 性 公理 ， 另 一 方面 ， 任 何不 可 数 的 离散 拓扑 空 
同 满足 第 一 可 数 性 公理 (每 一 点 * 的 邻 域 系 有 一 个 基 , 它 仅 由 一 个 
邻 域 ix} 组 成 ), 但 不 满足 第 二 可 数 性 公理 (由 所 有 {x},x€ XER 
的 覆盖 没有 可 数 子 覆盖 )。 因此 ,第 二 可 数 性 公理 要 比 第 一 可 数 性 
公理 有 更 多 的 限制 ， 

值得 注意 , 如果 Di， ……，7。… :为 * 处 的 一 个 可 数 局 部 
基 , 那 末 一 定 可 找到 一 个 新 的 局 部 基 Vi，V;，,，…*，V,，* "使 得 对 
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每 一 个 2 有 VDV. FERKA, RAA 一 nk: <7}. 

点 x 的 邻 域 系 的 子 基 ， 或 x 处 的 局 部 子 基 是 指 这 样 的 集 族 ， 
使 得 它 的 元 的 所 有 有 限 交 的 族 为 一 个 局 部 基 . 若 Us Usto 
U,’ :为 一 个 可 数 局 部 子 基 ， nu Vis Vas"? ”3 Vat’ ' 为 一 个 可 数 
局 部 基 , 其 中 V, = 人 {Vi: 志 #}。 因 此， 从 每 一 点 处 的 可 数 局 
部 子 基 的 存在 即 可 推出 第 一 可 数 性 公理 . 


相对 化 ;分 离 性 


A(X, FT) 为 拓扑 空间 ,Y 为 和 的 子 集 ， 则 我 们 可 作出 Y 的 
一 个 拓扑 2 , 它 叫 做 FS 对 于 Y 的 相对 拓扑 或 相对 化 ， 相 对 拓扑 
U 定义 为 TFT 的 所 有 元 与 Y 的 交 的 族 , IU BTA ev 当 
且 仅 当 对 于 某 个 S- 开 集 V,U =VNY. 不 难看 出 , Y 的 确 是 
一 个 拓扑 ”相对 拓扑 的 每 一 个 元 品 叫 做 了 内 开 的 集 ,而 把 它 的 
相对 余 集 Y ~ U 叫做 在 了 内 闭 的 集 , 又 Y 的 子 集 的 2B- 闭 包 是 指 
它 在 了 内 的 闲 包 .XX 的 每 一 个 子 集 Y 在 它 自 己 内 既 开 又 闭 , BA 
Y 在 XX 内 可 以 既 不 开 又 不 闭 . 我 们 称 拓扑 空间 (Y, 2 ) 为 空间 (X， 
FT) 的 子 空间 ， 更 正式 地 说 ,我 们 称 拓扑 空间 O, Ww) 为 另 一 个 
空间 CXT) 的 子 空间 当 且 仅 当 YCX HER WET NM. 

值得 注意 , 若 (Y, QW)AX.F)WFSH. 而 (2Z,%) 为 
CY, QO 的 子 空间 则 (2Z ,FF) 为 (X， 儿 8 ) 的 子 空间 . 这 个 传递 
关系 常常 在 一 些 没有 了 明显 指出 的 情况 下 被 利用 . 

假设 《(Y, 2) AX., FI 的 子 空间 ,又 设 4 为 了 的 子 集 ， 则 
4 可 以 是 .2 - 闭 集 ， 也 可 以 是 2 - 团 集 ， 点 7 可 以 是 4 的 AR 
点 ， 也 可 以 是 4 的 .天 - 聚 点 并 且 4 有 一 个 98- 闭 包 和 一 个 2U- 闭 
包 ， 显 然 这 些 不 同 概念 之 间 的 关系 是 重要 的 . 

16 定理 . CX, T) 为 拓扑 空 间 ,，(Y, W) JETZ SIAP 
BiB AY ETE M 
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(c) A 的 av - 闭 包 是 了 > 和 4 的 9- 闭 包 的 交 . 

证 明 。 册 为 集 4 在 Y 内 闭 当 且 仅 当 Y ~ 4 可 表 成 VNY 的 
EX AV ARA SFE. 而 这 又 当 且 仅 当 对 某 个 T 中 的 了 
A A=(X~V)NY, ik (a) 获 证 . 

而 (b) 直接 由 相对 拓扑 和 聚 点 的 定义 即 可 推出 ， 

至 于 (c). WK 4 的 和- 闭 包 为 4 和 它 的 所 有 -RARR 
的 并 , 故 再 由 O RIE SAN .到 - 闭 包 的 交 .| 

E Y, U) ARX, TF) 的 子 空间 并 且 Y 是 和 的 开 集 , 则 每 一 
个 在 Y 内 开 的 集 也 是 X 的 开 集 ， 因 为 它 为 某 个 开 集 和 Y WR. E 
然 ; 处 处 以 “ 闭 ” 来 代替 “ 开 * 所 得 的 相似 结论 也 成 立 。 然 而 ,一 般 的 
， 说 从 一 个 集 在 某 个 子 空间 内 开 或 者 闭 ， 并 不 能 得 出 该 集 在 X 内 的 
情况 .假设 X 是 两 个 集 Y MZ 的 并 ,而 4 为 X 的 子 集 , 它 使 得 4 站 Y 
在 Y 内 开 , 并 且 4 介 Z 在 Z 内 开 , 则 我 们 自然 期 望 此 时 4 为 Xx 的 开 
集 , 可 是 这 并 不 成 立 ， 因 为 如 果 .Y 为 X 的 任意 子 集 并 且 Z 一 和 一 
Y, WR YNAY MYNZZ 分 别 在 Y 和 2Z 内 开 . .但 有 一 种 重要 的 特 
萄 情形 , 对 于 这 种 情形 该 结论 成 立 ， 我 们 称 两 个 集 4 和 B 在 拓扑 
空间 X 内 分 离 当 且 仅 当 4- 门 B 和 4 门 B- 均 为 空 集 。 在 这 个 分 离 
性 的 定义 中 ,虽然 包含 有 在 X 内 的 闭 包 算 子 ,然而 这 并 不 表 朋 它 对 
空间 X 的 依赖 性 ， 因 为 4 和 如 在 X 内 分 离 当 且 仅 当 4 和 好 彼此 都 
不 含有 另 一 个 集 的 点 和 聚 点 ， 根 据 上 一 定理 的 〈b)， 这 个 条 件 还 
可 以 通过 关于 4UB 的 相对 拓扑 来 描述 : PAM BE AUB AKAA 
anaes B) 在 AUB 内 既 开 又 闭 ) 并 且 4 和 B 互 不 相 

.作为 例子 , 开 区 间 (0,1) 和 (1;,2) 是 带 有 通常 拓扑 的 实数 集 的 
分 离子 集 ， 但 (0,1) 与 闭 区 间 [1,21 并 不 分 离 ， A 101,21 的 
元 ;同时 又 是 (0:1) RA. 

关于 分 离 性 有 三 个 以 后 需要 的 定理 . 

17 1 EE. Aa Y HZ AA Sh Zs lk) X TS HHY 和 2 fel Al] 
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oes REY RIZ EN MATA, Y Z HE YUZ 内 闭 , 故 
yY~Z 一 人 ((YUZ)~2Z) 和 2Z~Y 在 YUZ 内 开 , 即 Y ~ 2Z 和 
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Z~Y ECY~ ZUCZ~Y) AF. BER Y~ZzZMz~y 
关于 该 集 互 为 余 集 便 知 它们 在 〈Y ~ Z)U(Z ~ Y) AM, Mit 
Y~ZMZ~Y4B, : 

对 侦 的 讨论 可 以 应 用 于 yY 和 2Z 是 X 的 开 子 集 的 情形 .| 

18 定理 . 设 式 为 拓扑 空间 ， BTR Y AZ PLY ~ Zz 


证 明 . 内 为 雇 个 集 的 并 的 闭 包 为 闭 包 的 并 , 故 4- 一 CANY 
UCANZ~ YY, 于 是 ANY = [I(4A4NMY)NYJIUICANZ ~ 
YNY]. 又 从 (Z ~ YS Y ~ Z 不 相交 可 推出 (Z ~ Y)-C 
Z, 凤 (4NZ ~ 了 ) 为 《4 由 Z)~NZ 的 一 个 子 集 ， 相 似 地 , 4- 
人 AZ 为 (4A4N2Z) NZ 和 (4 人 NY)~NY 的 一 个 子 集 的 并 .从 而 
A~=(CA~NY)UCA7NZ) =[CANY)-NYIUICANZ)-“NZ].| 

19 R. 设 X 为 拓扑 空间 ， 它 是 子 集 了 和 Z 的 并 并 且 Y~ Z 
和 Z~ Y 分 离 , 则 和 的 子 集 AMAR, RE ANY EYAN 
( 开 ) 并 且 412z 在 Z 内 闭 ( 开 )， 

TE WA. 车 4 站 Y 和 A4NZ 分 别 在 Y 和 Z 内 闭 ， 则 由 上 一 一 定理 
可 知 4 必须 与 它 的 闭 包 相同 , 即 为 闭 集 . 

BANYMANZ 分 别 在 Y 和 2Z 内 开 ; 则 YNX~4 和 ZN 
X~ 4 在 Y 和 Z AML RX ~ 4 为 闭 集 ; 即 4 为 开 集 .| 


E 通 集 


我 们 称 扰 扑 空间 (X，.2 ) 为 连通 当 且 仅 当 X 不 是 两 个 非 空 分 
BT RAUF. RX WES Y 为 连通 当 且 仅 当 带 有 相对 拓 扩 的 拓扑 
空间 Y 为 连通 .等 价 地 ,Y 为 连通 当 且 仅 当 YY 不 是 两 个 非 空 分 离子 
集 的 并 .从 分 离 性 的 讨论 还 可 以 得 到 另 一 种 等 价 形式 : Y 为 连通 
当 且 仅 当 在 Y 内 既 开 又 闭 的 Y 的 子 集 只 有 Y 和 空 集 ， 从 这 个 形式 
我 们 立即 可 推出 任何 平庸 空间 为 连通 ， 而 包含 多 于 一 个 点 的 离散 
空间 为 非 连 通 .。 又 带 有 通常 拓扑 的 实数 集 为 连通 (问题 1.J). 但 
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有 理 数 集 关 于 实数 集 的 通常 拓扑 的 相对 拓扑 非 连通 . CAA EE 
LER a, R {tz:z*< a} 和 {x;x > eh DB.) 

20 定理 .连通 集 的 闭 包 仍 为 连通 集 

征明 .假设 Y 为 某 个 拓扑 空间 的 连通 子 集 并 且 Y= AUB, 
Hh ABE YAE ANY 和 BN Y 在 Y 内 既 开 又 
闭 , 故 从 Y 为 连通 可 推出 这 两 个 集中 必 有 一 个 为 空 案 .假设 了 3 位 Y 
ABR WY AAT. AA A YAM Mil YA ANTE, 
于 是 8 为 空 集 , 即 Y 连通 ,| 

这 个 定理 有 一 个 表面 上 显得 更 强 的 形式 ， 即 若 Y 为 X 的 连通 
子 集 , 又 Z 满 足 YCZCY™, 则 2Z 为 连通 ， 事实 上 它 就 是 上 一 定理 
应 用 于 带 有 相对 拓扑 的 Z 的 一 个 明显 的 推论 . 

21 定理 . Ree 22 SDE TO E ot 中 没 
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证 明 ， ae A 的 所 有 元 的 并 ?又 设 万 在 < KEEF XA M 
Mio 的 每 一 个 元 4, ANDEAARFT XA. XA AAEM., & 
ACDRACC~D, Bih GAMBA .ez 的 元 ， 则 不 可 能 有 
ACD 和 BCC ~D， 因 为 在 这 种 情况 下 和 和 B 分 别 为 分 离 的 集 
DD 和 C ~ DD 的 子 集 ,从 而 也 是 分 离 的 .因此 ,或 者 .ey 的 每 一 个 元 
»C~DHOTRHEDABE MA .ex 的 每 一 个 元 为 DD 的 子 集 
并 且 C ~ 及 为 空 案 .1 | 

拓扑 空间 的 连通 区 指 的 是 极 大 的 连通 子 集 ， 即 为 一 个 连通 子 
集 并 且 它 不 真 包含 在 另外 的 连通 子 集 内 。 又 子 集 4 的 连通 区 是 指 
带 有 相对 拓扑 的 4 的 连通 区 ， 即 为 4 的 一 个 极 大 的 连通 子 集 。 若 
空间 为 连通 , 则 它 是 它 自己 仅 有 的 连通 区 . 若 空 间 离 散 , 则 每 一 个 
连通 区 仅 由 一 个 点 组 成 。 自然 ,还 有 许多 不 是 离散 的 空间 , 它 的 连 
通 区 也 仅 由 一 个 点 组 成 ， 辟 如 带 有 通常 拓扑 的 相对 拓扑 的 有 理 数 
空间 就 是 一 个 例子 . 
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证 明 . 设 4 为 拓扑 空间 的 非 空 连 通 子 集 ，C 为 包含 4 的 所 有 
连通 子 集 的 并 ， 则 由 上 一 定理 可 知 C 也 是 连通 子 集 ， 大 DD 为 包含 
C 的 一 个 极 大 连通 子 集 , 则 因由 C 的 作法 有 DPCSC， 故 5 = D, Bil 
C 为 一 个 连通 区 .〈 若 4 为 空 集 并 且 空 间 为 非 空 , 则 因由 一 个 所 组 
成 的 集 包 含 在 某 个 连通 区 内 , 故 4 更 是 如 此 .) 

因为 每 一 个 连通 区 C 均 为 连通 , 故 由 定理 1.20， 闭 包 C 也 为 
连通 ,从 而 C 与 “相同 , 即 C AAR. 

若 4 和 8B 为 不 同 的 连通 区 并 且 不 分 离 、 则 由 定理 1.21, 它 的 并 
也 为 连通 ,于 是 发 生 矛 盾 .| 

用 一 段 足以 引起 注意 的 话 来 结束 我 们 对 连通 区 的 讨论 将 是 有 
益 的 , 若 * 和 3y 两 点 属于 拓扑 空间 的 同一 个 连通 区 , 则 它 恒 位 于 该 
空间 的 任何 分 离 的 同一 侧 ; 即 若 空间 为 分 离 的 集 4 和 了 的 并 , 则 > 
Aly 同属 于 4 ,或 同属 于 下 .不 过 其 逆 不 真 , 即 可 能 出 现 :虽然 两 点 
恒 位 于 分 离 的 同一 侧 , 但 它 却 属 于 不 同 的 连通 区 . CU 1.P.) 


IF] 题 


A ”最 大 和 最 小 拓扑 
(a) X 的 任何 一 族 拓扑 的 交 是 X 的 拓扑 。 
(h) X 的 两 个 拓扑 的 并 不 必 是 天 的 拓扑 (除非 和 至 多 由 两 个 点 组 成 )。 
Cc) 对 和 的 任何 一 族 拓扑 ,在 小 于 这 个 族 中 每 个 元 的 拓扑 中 有 唯一 一 个 
最 大 的 拓扑 、 并 且 在 大 于 这 个 族 中 每 个 元 的 拓扑 中 有 唯一 一 大 最 小 的 拓扑 


B 从 邻 域 系 导出 拓扑 

(a) 设 (X, F) 为 拓扑 空间 ,又 对 X 中 的 每 一 个 >， RU, 为 的 所 有 邻 
RIR WA: 

(i) Fvuew,, W ~ev; 

Gi) URV I UW 的 元 ; 则 UNVE &,; 

(iii) 车 UE WU 并 且 UCvV, 则 VE &,;. | 

(iv) UEU. WA 多 .的 某 个 元 了 使 得 VCU 并 且 对 每 一 个 了 中 的 》 
E VEKU, ( 即 V 是 它 自己 的 每 一 个 点 的 邻 域 ). 

(b) EU 为 一 个 函数 , 它 将 X 中 的 每 一 个 * 映 为 一 个 满足 Ci), Gi) 
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和 《iii) 的 族 Us- 则 所 有 使 得 当 *EZ 时 有 VEY, 的 集 避 的 族 F 为 X 的 一 
Sth. wR Cv) 也 满足 , 那 末 %W 恰好 就 是 > 关于 拓扑 9 的 邻 域 系 。 

注 关于 描述 拓扑 空间 的 各 种 方法 已 经 有 充分 的 研究 . Kuratowski 的 三 
个 闭 包 公理 可 以 用 一 个 单一 的 条 件 来 代替 ， 这 是 由 Monteiro?! A] Iseki! 证 
了 明 的 .此 外 可 以 利用 分 离 概念 来 作为 原始 概念 (wallace[1]，Krishna Murti[1] 
和 Szymanski [11)，、 又 导 集 概念 也 可 以 用 来 作为 原始 概念 (情况 和 文献 见 
Monteiro[2] 和 Ribeiro[3]) .至 于 各 种 运算 之 间 的 关系 已 由 Stopher 所 研究 . 


C ”从 内 部 算 子 导出 拓扑 

设 i 为 一 个 算 子 , 它 变 x 的 子 集 为 X 的 于 集 ,又 设 9 为 所 有 使 得 4 = 4 
的 子 集 的 族 , 问 在 何 种 条 件 下 2 是 x 的 拓扑 并 且 ' 是 关于 该 拓扑 的 内 部 算 
F? 


D 了 ,~ 空间 内 的 聚 点 

拓扑 空间 叫做 六 -空间 , 当 且 仅 当 每 一 个 仅 由 一 个 点 组 成 的 集 为 闭 集 . 
《有 时 我 们 不 很 精确 的 把 它 说 成 “点 是 闭 的 ”.) 

(2) 对 任何 集 X 有 唯一 一 个 最 小 拓扑 2 使 得 (X, 7) 是 了 -空间 . 

(b) 若 X 是 无 限 集 . 9 是 使 得 (xX, ) 为 7,- 空 间 的 最 小 拓扑 , 则 (X57) 
(c) Æ (X, 9) BTS, 则 每 一 个 子 集 的 所 有 聚 点 的 集 为 闭 集 ， 一 
个 更 为 深刻 的 结果 (C. T. Yang) 是 : 每 一 个 子 集 的 所 有 全 点 的 集 为 闭 集 的 
充 要 条 件 为 对 xX 中 的 每 一 个 *, {x} 的 所 有 来 点 的 集 为 闭 集 。 

Æ 有 一 系列 依次 增强 的 要 求 可 以 加 在 空间 的 拓扑 上 。 我 们 称 拓扑 空 
aA To 空间 当 且 仪 当 对 不 同 的 点 * 与 y, 其 中 的 一 个 点 有 邻 域 使 得 另 一 个 
MARTE. 一 种 稍 许 不 同 的 说 法 是 : 空间 为 To -空间 当 具 仅 当 对 不 同 的 
点 * 与 了 或 者 foyr RE vd {x}-. 

以 后 我 们 还 要 定义 T, 和 T-Z. 这 一 术语 是 属于 Alexandroft 和 
Hopf"'? 的 。 


E  Kuratowski HAEN RE pA 
震 4 是 拓扑 空间 的 一 个 于 集 , 则 利用 闭 包 和 余 集 算 子 从 4 至 多 可 作出 14 
TR. 另外 ,存在 实数 (关于 通常 拓扑 ) 的 子 集 , 从 它 的 确 可 作出 14 个 不 同 的 
R. “首先 注意 若 4 是 开 集 的 闭 包 , 则 4 是 4 的 内 部 的 闭 包 ;这 就 是 说 ， 对 如 
9? 52 » 


Mi, 4 = 4~-, 其 中 ' 表示 余 集 算 子 .) 


F 关于 具有 可 数 基 的 空间 的 习题 
者 空间 的 拓扑 具有 可 数 基 ， 则 每 一 个 基 含 有 一 个 可 数 子 族 , 它 也 是 一 个 
基 . 


G ”关于 稠密 集 的 习题 
者 4 在 拓扑 空间 中 釉 密 , U 是 开 集 , 则 UCCANV)-, 


H RÄ 

设 X 为 一 个 空间 ， 它 的 每 一 个 子 空间 是 Lindelat 空间 ， 又 设 4 为 一 个 
不 可 数 子 集 , 8 是 由 4 中 所 有 这 样 的 点 * 所 组 成 的 子 集 ， 它 使 得 * 的 每 一 个 
邻 域 包含 4 中 的 不 可 数 多 个 点 , 则 4~B 为 可 数 集 ， 从 而 B 的 每 一 个 点 的 邻 
域 包含 有 8 的 不 可 数 多 个 点 ， 

注 集 4 的 聚 点 可 以 按照 4 和 该 点 的 邻 域 的 交 的 最 小 基数 加 以 分 类 . 
若 对 拓扑 的 基 也 加 以 基数 的 限制 ， 则 可 得 到 几 个 不 等 式 。 定理 1.13，1.14 
和 1.15 都 能 推广 到 带 有 给 定 基 数 的 基 的 空间 。 


1 Feith 

设 X 为 关于 反对 称 (不 可 能 有 *<x) 关系 < 的 线性 有 序 集 ， 则 序 拓扑 
(<< 字 拓扑 ) 是 指 由 所 有 形 如 ，{x:x*<a} 或 {*:a<z) 对 某 个 CCX, HR 
组 成 的 子 基 所 确定 的 拓扑 . | 

(a) X 的 序 括 扑 是 使 得 序 在 下 列 意 义 下 为 连续 的 最 小 拓扑 ， 若 < 和 “是 
X 的 元 并 且 as<26, 则 有 “的 邻 域 扩 和 4 的 邻 域 了 使 当 zEZyEP 时 有 >*<y 

(b) 设 Y 是 关于 < 为 线性 有 序 的 集 X 的 子 集 , 则 Y 关于 < 也 为 线性 有 序 
集 , 但 y 的 < 序 拓扑 可 以 不 是 x 的 < 序 拓扑 的 相对 拓扑 . 

(c) GX FRB ME. Wx 是 序 完 备 的 ( 即 每 一 个 有 上 办 的 非 空 
焦 必 有 上 确 界 ). | 

(d) 若 有 Xx 中 的 a。 和 46。 使 得 a<b, 并 且 不 存在 HB acces, Hx % 
非 连通 。 如 此 的 序 叫 做 有 裂 缮 的 。 证 明 x 关于 序 拓扑 为 连通 当 且 仅 当 x 是 
ESE SOME, 


] 实数 的 性 质 
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REA RINSE, 

(a) 包含 多 于 一 个 元 的 实数 的 加 法 子 群 或 者 在 R PRE MEA—-TR 
小 的 正 元 素 。 特 别 地 ,有 理 数 集 在 中 稠密 。 

(b) 实数 的 通常 拓扑 与 谨 酉 扑 一 致 。 又 通常 拓扑 具有 可 数 基 ， 

(c) 的 闭 子 群 或 者 为 可 数 集 , 或 者 与 相同。 连通 于 群 或 者 为 {0}, 或 
者 为 R， 且 开 于 群 必 与 相同 . 

(d) (A. P. Morse) 专区 间 是 指 包含 多 于 一 个 点 的 半 开 ; 开 , 或 闭 的 区 间 . 
若 .x 是 真 区 | 间 的 任意 的 族 , 则 用 的 可 数 子 族 史 使 得 U {8:BE %} = U{4: 
AEs}, (注意 互 不 相交 的 真 区 间 的 族 必 为 可 数 , 并 且 证 明 除 U {4:4€ 7} 
的 可 数 多 个 点 外 都 是 .的 元 的 内 点 .) 

(e) 所 有 真 区 间 的 族 是 的 离散 拓扑 9 的 子 基 。 空 间 (R, 了) 不 是 
Lindelot 空间 , 员 然 由 9 的 元 组 成 的 每 一 个 覆盖 有 可 孝子 镍 盖 。( 与 Alexan- 
der 的 定理 5.6 对 比 .) 

注 ， 实 数 的 更 进 -一 步 的 性 质 将 陈述 于 下 一 问题 中 . 


K BAR 

RX ARBRE MKF 为 xX 的 拓扑 , 它 共 有 所 有 半 开 区 间 (4,6) = {x*:a 
<r <h 的 族 多 的 基 , 其 中 a 和 6 为 实数 。 将 集 的 T-RASI m tH 
似 的 可 以 定义 左 方 聚 后 ， 

. (a) 基 多 的 元 是 既 开 又 闭 的 。 又 空间 CX, 7) 为 非 连通 ， 

(b) 空间 (X, 7) 为 可 分 ,但 不 具有 可 数 基 ，( 对 关中 的 每 一 个 * 而 言 ， 
每 一 个 基 必 定 包含 一 个 以 > 为 下 确 界 的 集 .) 

(c) (X, 7) 的 每 一 个 子 空间 是 Lindelöf 空间 ,(〈 见 问题 1.1(4).) 

(d) 若 4 是 一 个 实数 的 集 , 则 4 的 所 有 非 右 方 豪 点 的 点 的 集 为 可 数 集 ， 
更 一 般 地 , 4 的 所 有 非 右 方 与 非 左 方 诊 点 的 点 的 集 为 可 数 集 。( 见 问题 1..) 

(e) (X, 7) 的 每 一 个 子 空间 为 可 分 。 


L ATRESIA 
iY A XxX, 其 中 XxX 为 上 一 问题 中 的 空间 ,又 设 W 是 具有 所 有 形 如 4 x 
B 的 集 为 基 的 拓扑 ,其 中 4 和 8 为 上 一 问题 中 的 拓扑 的 元 。 
(a) 空间 (Y, K) 为 可 分 。 
(b) 空间 COK) 包含 有 不 可 分 的 子 空间 。 (Alr): 十 7 一 1}.) 
(c) 空间 (Y, U) 不 是 Lindelöf 空间 。 ( 若 Y 的 每 一 个 开 覆 盖 有 可 数 
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Fm WE-T+ATSH RAMA. BSR {(x,9):x +y =1}.) 

注 问题 1.K 和 1.L 所 描述 的 空间 是 一 般 拓扑 中 常见 的 反例 。 我 们 在 
问题 4.1 中 将 再 列举 其 它 的 病态 性 质 ，P. R， Halmos 首先 注意 到 Lindelot 空 
司 的 乘积 (在 第 三 章 的 特定 意义 下 ) 可 以 不 再 是 Lindelöf 空间 。 


M 关于 第 一 和 第 二 可 数 性 公理 的 例子 (序数 ) 
设 2' 为 所 有 小 于 或 等 于 第 一 个 不 可 数 序数 9 的 序数 的 集 ， 设 X 为 9'~ 
{0}, 又 设 w 为 所 有 非 负 整数 的 集 , 并 且 每 一 个 都 带 有 序 拓扑 . 
(a) w 是 离散 的 并 且 满 足 第 二 可 数 性 公理 。 
(b) x 满足 第 一 但 不 满足 第 二 可 数 性 公理 ， 
(c) O 不 满足 两 个 可 数 性 公理 ; 若 忆 是 9 的 可 分 子 空间 , 则 上 UU 自己 是 可 
数 集 . 


N 可 数 链条 件 

拓扑 空间 叫做 满足 可 数 链条 件 当 且 仅 当 每 一 个 互 不 相交 的 开 集 的 族 为 
可 数 。 可 分 空间 必 满 足 可 数 链条 件 ,但 其 逆 不 真 。( 考 虑 一 个 不 可 数 集 , 它 的 
拓扑 由 空 集 和 可 数 集 的 余 集 组 成 .) 此 外 , 还 存在 有 更 复杂 的 例子 , 它 满足 第 
一 可 数 性 公理 并 且 可 分 ,但 不 满足 第 二 可 数 性 公理 ( 见 dii 5.M 的 Helly 2 
la]. 


o KILEAYH 

BILE fF ETT ASE A Ht CHAD AG RILIBR 4 x 
了 为 基 的 拓扑 ， 即 所 谓 平面 上 的 通常 拓扑 , 其 中 4 和 B 是 具有 有 理 端 点 的 开 
KH. 这 个 基 为 可 数 , 因 而 平面 为 可 分 。 

(a) 平面 的 通常 拓扑 具有 由 所 有 开 圆 {C y): — a) + (y< 
r) 所 组 成 的 基 , 其 中 a, b Mr HAR, 

(b)》 设 xX 为 平面 内 所 有 至 少 有 一 个 坐标 为 无 理 数 的 点 的 集 , X 具有 相对 
Hth WX 为 连通 。 


P 关于 连通 区 的 例子 ` 

设 X 为 欧 几 里 德 平 面 的 如 下 的 子 集 , 其 拓扑 为 通常 拓扑 的 相对 拓扑 。 对 
每 一 个 正 整 数 n, fp 4, = {1/#}x [0,1], 其 中 [0,1] 为 团 区 则 ,再 命 X 为 所 
有 和 集 4, 的 并 青 深 加 (0，0) 和 (0, 1) 两 个 点 ， 则 {C0, 0) } 和 {C0, 1)} 为 Xx 
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两 点 骨 属 于 它 . 


Q 关于 分 离 集 的 定理 

若 荆 为 连通 拓扑 空间 , Y AAE TRH X~Y = 4UB, 其 中 4 和 8 
是 分 离 的 , 则 4UY 为 连通 . 
R ”关于 连通 集 的 有 限 链 定理 | 

设 .为 拓扑 空间 的 连通 子 集 的 族 并 且 满 足 条 件 : FAM BERTA, WA 
wf 的 元 的 有 限 序列 Aos Aistes An 使 得 4. = 4, 4, =B 并 且 对 每 一 个 i 
集 4; 和 Ain 都 不 分 离 ; 则 U1{4:4€ SHE. 另外 ,从 这 一 事实 又 可 导出 
定理 1.21, 
S 局 部 连通 空间 

拓扑 空间 叫做 局 部 连通 当 且 仅 当 对 每 一 个 * 和 * SEP BR UL U 
含 * 的 连通 区 为 * 的 一 个 邻 域 . | 

@) 局 部 连通 空间 的 开 子 集 的 每 一 个 连通 区 仍 为 开 集 . 

(b) 拓扑 空间 为 局 部 连通 当 且 仅 当 折 有 连通 开 子 集 的 族 为 拓扑 的 基 . 

(c) 者 局 部 连通 空间 X 的 点 x* 和 ?属于 不 同 的 连通 区 , WEE X 
子 集 4 和 8B 使 得 x€ 4, y€ 8 并且 X= AUB, 

注 ”关于 局 部 连 遂 空间 的 许多 其 它 性 质 和 推广 5 见 G. T. Whyburn[1] 和 
R.L. Wilder [1], 


T Brouwer 收缩 定理 

该 定理 通常 陈述 如 下 。 设 X 为 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 。 X 的 
子 集 的 性 质 P 叫做 诱导 的 当 且 仅 当 可 数 的 闭 集 套 的 每 一 个 元 具有 性 质 P 时 ， 
它 的 交 也 具有 性 质 P. 又 集合 4 叫做 关于 P 不 可 约 , 当 且 仅 当 4 没有 具有 性 
质 2 的 真 闭 子 集 , 则 : 当 X 的 闭 子 集 4 具 有 人 性质 P 时 存在 4 的 一 个 不 可 约 闭 
于 集 也 具有 性 质 7. | 

借助 于 一 个 集 族 《所 有 具有 性 质 P 的 集 的 族 ) 该 定理 可 以 得 到 更 形式 地 
陈述 . 

(a) 在 这 种 形式 下 陈述 并 且 证 明 该 定理 , 假定 拓扑 空间 具有 性 质 ， 它 的 
每 一 个 于 空间 均 为 Lindelöf 空间 ，. | 

”(b) A A, 7) 为 任意 的 拓扑 空间 ， 则 是 否 能 够 证 实 任何 这 种 一 般 类 
型 的 结果 ? 〈 见 预备 知识 定理 25.) 
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第 二 章 Moore-Smith Ktk 


+ 


5l 论 


这 一 章 主 要 讨论 Moore-Smith 收敛 。 我们 将 证 明 空间 的 拓扑 
完全 可 以 通过 收敛 来 描述 ,本 章 的 较 大 篇 幅 也 集中 在 这 个 方面 .我 
们 也 将 对 那些 能 够 描述 成 关于 某 一 个 拓扑 的 收敛 性 的 收敛 概念 进 
行 刻 划 。 这 个 方案 在 目的 上 是 与 Kuratowski 的 闭 包 算 子 理 论 相 
似 的 ， 它 成 为 确定 某 些 拓 扑 的 一 种 有 用 而 又 直观 的 自然 方法 。 然 
而 ,收敛 理 论 的 重要 性 超过 了 这 一 特殊 的 应 用 ,因为 分 析 的 基本 结 
构 就 是 极限 过 程 ， 我 们 有 兴趣 的 是 展开 这 样 的 一 种 理论 ， 它 可 以 
应 用 于 序列 和 重 序列 的 收敛 ， 并 且 也 可 以 应 用 于 序列 的 求 和 以 及 
微分 和 积分 。 应 当 指出 ， 这 里 我 们 所 展开 的 理论 决 不 是 一 种 唯一 
可 能 的 理论 ,但 无 疑 它 是 最 自然 的 . 

序列 的 收敛 性 给 出 了 我 们 所 要 展开 的 理论 的 锥 型 ， 因 此 我 们 
先 提出 关于 序列 的 一 些 定义 和 定理 来 说 明 这 个 维 型 ， 这 实际 上 是 
以 后 所 证 明 的 定理 的 特殊 情形 . 

序列 是 指 在 非 负 整数 集 w 上 的 函数 .而 实数 序列 为 值 域 是 实 
数 集 的 子 集 的 序列 ， 又 序列 5 在 ”处 的 值 记 为 5 或 Sla). RN 
称 $ 在 集 六 内 当 且 仅 当 对 每 一 个 非 负 整数 + 有 S, EA, MSE 
本 上 在 4 内 当 且 仅 当 存在 整数 吉 使 得 当 # 之 m KES, EA, 而 实 
数 训 列 关 于 通常 拓扑 收敛 于 数 当 且 仅 当 它 基本 上 在 :的 每 一 个 
邻 域内 ， 利 用 这 些 定 义 便 知 , 若 4 为 一 个 集 , 则 点 * BE Ae 
当 且 仅 当 存在 4 中 的 序列 收敛 于 * ， 并 且 s 为 4 的 聚 点 当 且 仅 当 
存在 4 ~ {s} 中 的 序列 收 系 于 s. 

我 们 还 需要 去 构造 一 个 序列 的 子 序列 ， 一 个 序列 S 可 能 不 收 
伍 于 任何 点 ,但 还 可 以 用 适当 方法 由 它 构 造 出 另 一 个 序列 ,后 者 是 
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收 伍 的 。 即 对 % 中 每 个 i 我 们 希望 选取 整数 N, 使 得 Sw; 收 敛 。 也 
就 是 说 ,希望 找 出 整数 序列 六 使 得 合成 SNG) = Sy, = SCNG)) 
收敛 。 如 果 没 有 其 它 的 要 求 , 那 末 这 是 容易 作出 的 , 譬如, 若 对 每 
一 个 i mN; = 0, Mj SoN 就 收敛 于 So 因为 对 每 一 个 i 有 SoN 
G) = Soe 自然 我 们 还 必须 加 上 另外 的 条 件 使 得 子 序 列 的 性 态 与 
序列 在 大 整数 处 的 值 的 性 态 有 关 . 通常 的 条 件 是 入 严格 地 单调 增 
加 , 即 当 i >j 时 有 Ni > Ni。 这 个 条 件 过 于 藻 刻 , 我 们 再 把 它 换 
RA BARN, eK. 更 精确 的 说 ,* 工 为 序列 5 的 子 序列 当 
且 仅 当 存 在 非 负 整 数 序列 使 得 了 一 SON (这 等 价 于 对 每 一 个 : 
AT, = Sy) 并 且 对 每 一 个 整数 mw 存在 整数 7 使 当 i ah NS 

一 个 给 定 序列 的 一 切 子 序列 所 收敛 的 点 的 集 满足 一 种 通过 减 
BME RM GEA. 我 们 称 序列 5 常常 在 集 4 内 当 且 仅 
当 对 每 一 个 非 负 整数 普 存 在 整数 x 使 得 nm HHS, € 4. 这 相当 
于 3 不 是 基本 上 在 4 的 余 集 内 ;直观 的 说 ,一 个 序列 常常 在 4 内 也 
就 是 它 总 能 够 保持 回 到 4。 又 称 点 * 为 序列 8 的 药 点 当 且 仅 当 S 
HE Ss 的 每 一 个 邻 域内 ， 显 然 ， 若 一 个 实数 序列 基本 上 在 某 个 
集 内 , 则 它 的 每 一 个 子 序列 也 基本 上 在 该 集 内 ,从 而 若 一 个 序列 收 
敛 于 某 个 点 , 则 它 的 每 一 个 子 序列 也 收敛 于 该 点 。 另 外 ,序列 的 每 
一 个 紊 点 均 为 某 个 子 序列 的 极限 点 ,并 且 其 逆 亦 真 ， 

对 以 上 定义 与 断言 加 以 修改 要 使 它们 能 适用 于 任何 拓扑 空 
闻 ， 然 而 不 幸 的 是 ,在 这 种 一 般 情 况 下 有 关 的 定理 却 并 不 成 立 ( 附 
于 章 后 的 问题 )。 注 意 到 在 证 明 关 于 实数 序列 的 定理 时 只 利用 了 
整数 的 很 少 的 性 质 , 这 种 不 愉快 的 情形 就 能 够 得 到 补救 。 JLE 
显 的 是 《虽然 我 们 不 给 出 证 明 ) 我 们 只 须要 序 的 某 些 性 质 。 严格 地 
说 ， 序 列 的 收敛 不 仅 包含 非 负 整数 上 的 函数 S. MELES oky 
PS. 因此 为 方便 起 见 , 在 关于 收敛 的 讨论 中 我 们 稍微 修改 一 下 
序列 的 定义 ,认为 序列 是 一 个 序 偶 (S, > ), 其 中 5 是 整数 上 的 函 - 
数 , 而 我 们 讨论 的 则 是 (S, >) 的 收敛 CS, <) 的 收敛 也 是 有 意 
义 的 ,但 完全 不 同 )， 又 当 不 会 引起 误解 时 , 序 的 叙述 可 以 略 去 ,这 
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时 序列 S 的 收敛 就 表示 (5, => ) AUC Re. 

关于 序列 概念 ,如 果 再 带 上 一 个 变化 范围 , 那 末 就 更 为 方便 ， 
此 因 当 5S 为 非 负 整 数 o 上 的 函数 时 就 把 {5,, n € ws, - } EMH 
(S, >=). 又 若 4 为 的 子 集 , 则 {5,， ze4， 之 } 的 收敛 也 是 有 
意义 的 并 且 它 与 (5, >) 的 收敛 有 关 ， 

在 这 人 么 一 个 长 篇 引言 之 后 ,收敛 概念 几乎 自明 ,但 还 缺少 一 个 
这 样 的 事实 。 也 就 是 究竟 要 用 到 序 的 哪些 性 质 ? 这 些 性 质 下 
面 我 们 将 加 以 指出 ,并且 利 用 它 , 关 于 序列 收敛 的 通常 的 讨论 在 稍 
微 修 改 的 情况 下 即 可 成 立 . 

1 ic. E.H. Moore 的 序列 的 无 序 和 的 研究 中 引出 了 收 
AAIE (Moore 和 Smith [1]). 我 们 所 用 的 子 序列 概 念 的 推广 
也 属于 Moore), Garrett Birkhoff@] 把 Moore-Smith 收敛 应 用 于 
一 般 拓扑 ;而 我 们 所 给 出 的 理论 的 形式 则 接近 于 J. W. Tukey[1]. 
关于 一 种 非常 易 读 的 解说 见 Mcshane [1]. | 

在 本 章 最 后 的 问题 中 包含 有 另外 的 收 和 伍 理 论 的 一 个 简要 的 讨 
论 以 及 适当 的 文献 ， 
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”我 们 称 关系 > 使 集 忆 为 有 向 ,假如 刀 为 非 空 并 且 满足 

(a) Bm, n Mp HDVTHAEE mn, np mS 
p; a 

(b) BmeD, Um Sm: | 

(c) EmA n ADH WA DH p HE p >m HHE p> 
n. l - 

又 称 在 序 之 men Safe zt AM m>n 
洛 利 用 关系 的 通常 术语 ( 见 预备 知识 )， 则 条 件 (a) RAS EDEL 
为 传递 , 或 使 DD 为 半 序 集 , 而 条 件 人 b) 表明 之 在 D 上 为 反 身 。 至 


”于 条 件 Cc) 则 是 此 处 所 特有 的 . 


下 面 给 出 儿 个 通过 关系 使 集 为 有 向 的 自然 的 例子 。 首 先 实 数 
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EAE MRR o 一 样 关 于 > 为 有 向 ; 而 零 是 的 元 , 同时 它 在 
序 和 中 在 每 一 个 其 它 的 元 之 后 。 特 别 值 得 注意 的 是 拓扑 空间 内 每 
一 点 的 所 有 邻 域 的 族 关于 己 为 有 向 (两 个 邻 域 的 交 仍 为 一 个 邻 域 ， 
并 且 它 在 序 己 中 同时 在 这 两 个 邻 域 之 后 ); 另外 , 一 个 集 的 一 切 有 
RT ROKR FON A. 最 后 , 任何 集 关 于 这 样 的 > 为 有 向 ， 
则 >y 对 所 有 元 * 和 y 成立, 此 时 每 一 个 元 同时 在 它 自己 和 每 
一 个 其 它 的 元 之 后 . 


有 向 集 是 指 (D, >) 并 且 > 使 D 为 有 向 《有 时 这 叫做 有 向 
系 )、 又 网 指 的 是 (S, >) Hs 为 一 个 函数 并 且 > 使 § 的 定义 
域 为 有 向 (有 时 这 也 叫做 有 向 集 ). 若 5 为 一 个 函数 , 它 的 定义 域 包 
含 D 并 且 DD 关 于 > 为 有 向 集 , 则 {5,, ze D, >} 表示 网 (SID， 
>) Hp S1D 是 5s 在 D 上 的 限制 .我 们 称 网 {S x€ D, >} 在 集 
A 内 当 且 仅 当 对 一 切 * 有 5, € 4， 又 称 它 最 终 地 在 4 内 当 且 仅 当 
LED Tim HBA nEeD HE n S mA Se 4。 我 们 再 称 它 
常常 在 4 内 当 且 仅 当 对 每 一 个 刀 中 的 普 存在 刀 中 的 = 使 得 z 之 m 
HES EA. 若 {5,, nEeD, > } 常 常 在 4 内 , 则 所 有 使 得 Se A 
的 D 的 元 n 的 集 E 具 有 性 质 ， 对 每 一 个 mE D 存在 peck 使 得 
poem, DD 的 具有 如 此 性 质 的 子 集 叫 做 共 尾 子 集 . 显然 也 的 每 一 
个 共 尾 子 集 下 也 关于 之 为 有 向 集 ,因为 对 E 的 元 mw 和 w 有 D 中 的 
PEG p>m, p>n, MEHRA EWE CEP ZI. By 
我 们 有 如 下 的 明显 的 等 价 性 : 网 {5,, x ED, >} 常常 在 集 4 内 
当 且 仅 当 存在 刀 的 共 尾 子 集 映 到 4 内 ， 而 这 又 当 且 仅 当 该 网 不 是 
基本 上 在 4 的 余 集 内 . 

我 们 称 网 CS, > ) 在 拓扑 空间 (X ,于 ) 内 关于 .六 收敛 于 s 当 
且 仅 当 它 基本 上 在 * 的 每 一 个 你- 邻 域内 。 虽 然 收 敛 的 概念 依赖 
“于 函数 $, 拓 扑 .2 和 序 ,但 在 不 会 引起 误解 的 情况 下 我 们 叙述 时 
”将 略 去 .2 或 或 它们 两 者 ,简称 为 网 8S (或 网 {5, 52 € D}) 收敛 
于 *。 若 X 为 离散 空间 (每 一 个 子 集 此 为 开 集 )， 则 网 s 收敛 于 点 
s 当 且 仅 当 $ 基 本 上 在 {s} ABS 从 某 个 点 起 都 恒 等 于 s。 另 一 
方面 。 若 X 为 平庸 空间 (X 和 空 集 为 仅 有 的 开 集 )， 则 X 中 的 每 一 
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ARCA XW. 因此 , 一 个 网 可 以 同时 收敛 于 几 个 
不 同 的 点 ， 

借助 于 收敛 的 概念 我 们 容易 描述 集 的 聚 点 , 集 的 团 包 , 因 而 事 
实 上 也 就 描述 了 空间 的 拓扑 ， 而 它 的 论证 则 是 通常 对 实数 序列 的 
处 理 的 一 种 简单 的 变形 ， 

r E 设 和 为 拓扑 空间 ， 则 : 


WRT s. 

(b) Fi S ETETEA RENTE PORES 
于 S, 

AHH LS 

wA. Bs AARAA. WSs 的 每 一 个 邻 域 存在 4 的 点 
Sy, ERT U ~ {s}. AA s BARE RREA 2 关于 CC 为 有 向 
集 , 并 且 若 上 和 VV 为 :的 邻 域 ,同时 满足 VCU, 则 Sy E VCU, 故 
网 {Su UER, C} ents. B-AH-GA 4 ~ {9 中 的 网 
WAT s 则 该 网 在 :的 每 一 个 邻 域 内 有 值 ; 即 4 ~ {s:} 确 与 :的 
每 一 个 邻 域 相交 .这 就 证 明了 命题 (a)， 

今 证 (b), 首 先 回 顾 一 下 : 4 的 闭 包 是 由 4 和 4 的 一 切 聚 点 所 
组 成 ，。 因 为 根据 上 一 段 的 证 明 对 即 的 每 一 个 聚 点 有 4 中 的 网 收 
敛 于 ,又 对 4 的 每 一 点 显然 任何 在 其 定义 域 的 每 一 个 元 处 取 值 

s 的 网 都 收敛 于 s 故 对 4 的 闭 包 的 每 一 点 有 ADH E. 
RZ>AA 4H MURS 5 Ws 的 每 一 个 邻 域 与 4 相交 , 即 * 属 
TAMA. | 

命题 (c) 现在 则 是 明显 的 .| 

我 们 已 经 看 到 ， 在 一 般 的 拓扑 空间 内 ， 一 个 网 可 以 收敛 于 几 
个 不 同 的 点 。 但 也 有 这 样 的 空间 , 在 其 内 收敛 按 下 列 意 义 唯 一 ; 
AA SURF Rs HERP Re, Ws :。 我们 称 拓扑 空间 
为 Hausdorff 空间 (7;- 空 间或 分 离 空 间 ) “AMY My HS 
间 的 不 同 的 点 时 存在 x 和 ?的 互 不 相交 的 邻 域 ， | 
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3 定理 .拓扑 空 间 为 Hausdorff 空间 当 且 仅 当空 间 中 的 每 一 
个 网 部 盏 多 路 得 于 一 个 点 。 

JE. 车 XX 为 Hausdorff 空间 , $ 和 :为 Xx 的 不 同 的 点 ， 则 有 
s 和 :的 互 不 相交 的 邻 域 U 和 本 ， 又 任意 的 网 都 不 可 能 同时 基本 
上 在 两 个 互 不 相交 的 集 内 ， 故 显然 不 存在 X 中 的 网 同时 收敛 于 
和 上 。 

今 证 其 闭 ， 假 设 X 不 是 _Hausdorff 空间 并 且 s 和 * 是 不 同 的 
点 , 它 使 得 * 的 每 一 个 邻 域 与 : 的 每 一 个 邻 域 相交 . MO, s 
的 邻 域 系 , 2 ,为 上 的 邻 域 系 , 则 2U ,和 2, 关于 己 为 有 向 集 。 车 
我 们 在 笛 卡 儿 乘积 U, XU, AH (T, U) >V, W) 当 且 仅 
4 TCV RUCW, WAR UXU, ATF > AAR. 因为 对 
DW XU ,中 的 每 一 个 (T,U), 交 TNU 为 非 空 , 故 从 TNU 可 先 
出 一 个 点 Sau. MAY VW) S(T.U) Syme VAWC 
TNU, 所 以 网 {Sev (CT UE U, XU o 同时 收敛 于 * 和 
t.l 

Z (X, 7) 为 Hausdorff 空间 并 且 网 {Saon EDD, 之 |} 在 天 中 
收敛 于 ss WIDE -im{5,，n ED, 之 } 一 ;:， 当 不 会 引起 误解 
时 ,又 简 记 为 im{5。:n€ D} = s RlimS, = s. 一 般 的 说 ,“ 极 限 ” 
的 使 用 只 限于 对 Hausdorff 空间 中 的 网 ， 这 样 使 得 等 量 替换 规则 
仍然 成 立 ， 若 lim{S,:n€D} =s H lim{5,:n€D} 一 上 因为 我 
们 总 是 在 恒 同 意义 下 使 用 等 式 , 就 得 到 * 一:， 其 实在 非 Hausdorff 
空间 的 情况 下 ， 我 们 也 偶尔 会 应 用 记号 fims。 =s RRA 8 WK 
Fs. 

在 上 一 定理 的 证 明 中 所 采用 的 方法 是 很 有 用 的 。 即 若 (D, 
>) (E>) 为 有 向 集 , 则 笛 卡 儿 乘积 刀 X 互 关于 六 为 有 向 集 ， 
其 中 (4d, e) > (J, g) 当 且 仅 当 4 Sf 及 e>g。 通 常 我 们 把 有 向 集 
(DXE, > ) 叫 做 乘积 有 向 集 . 更 一 般 地 ,我 们 还 需要 定义 一 族 有 
向 集 的 乘积 。 假 设 对 集 4 中 的 每 一 个 4 给 定 了 一 个 有 向 集 (Do 
>.)> WEEER X{D,:a € 4} 是 所 有 4 上 的 这 样 的 函数 d 的 
集 , 它 使 得 对 4 中 的 每 一 个 4a, di = d(a)) KY DW. WRB 
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有 向 集 是 指 {X{D,:a€ 4}, >}, RPWRRVd Med De 
当 且 仅 当 对 4 中 的 每 一 个 4。 有 daea RRRFEHES. H 
然 ,必须 证 明 冬 积 有 向 集 确实 是 一 个 有 向 集 . 事实 上 ,车 2 和 < 为 
EJLER Xx {D,。:a€ A} 的 元 ， 则 对 每 一 个 a。 有 D, 的 元 jf,, È 
在 序 >, 中 同时 在 d, 和 es 之 后 ,因此 在 4 处 取 值 ,的 函数 f 在 序 
> 中 同时 在 zx 和 e zE. 乘积 有 向 集 有 一 种 重要 的 特殊 情形 ,， 即 
所 有 的 坐标 集 D, 相同 并 且 所 有 的 关系 >。 也 相同 。 在 这 种 情况 下 
X {Dia E 4} 就 简单 地 成 为 所 有 从 4 到 了 的 函数 的 集 D4， Mi d E 
e 之 后 当 且 仅 当 对 4 中 的 每 一 个 4，4d(4) E ela) 之 后 ， 璧 如 , 实 
数 集 上 的 一 切实 值 函数 的 集 的 通常 的 序 就 是 一 个 这 样 的 例子 . 

关于 极限 的 下 一 结果 是 与 财 包公 理 : 4 一 = 4 -有关 的 .这 很 
重要 , 因为 它 表 明 可 以 通过 单 重 极限 来 代替 累 次 极限 .详细 情况 如 
下 :考察 所 有 这 样 的 函数 S 的 类 , 它 使 得 当 mr 属 于 有 向 集 D 并 且 ” 
属于 有 向 集 Ew 时 Sm AEX. 我们 来 寻找 取 值 于 5 的 定义 
域 的 网 六 使 得 当 5 为 到 某 拓 扑 空 间 的 函数 并 且 lim lim S(m,n) F 
在 时 SOR 收敛 于 该 累 次 极限 。 有 趣 的 是 , 这 个 问题 的 解决 就 需要 
Moore-Smith 收敛 ,因为 当 考 虑 重 序列 时 就 没有 值 域 为 xu 的 子 
集 的 序列 能 够 具有 上 述 性 质 。 而 解决 的 方法 , 实际 上 则 是 对 角 线 
方法 的 一 种 变形 。 设 F 为 乘积 有 向 集 DX X{E,:n€ DJ FAW F 
中 的 每 一 个 点 (m,f) AR (ms 1) = Cm, f(m)), 则 RR 就 是 所 需要 
的 网 . 

4 关于 累 次 极限 的 定理 . 设 刀 为 有 向 集 ， 又 设 对 刀 中 的 每 一 
个 m, Em 为 有 向 集 , 再 设 为 乘积 DX X{Bn:mk D) 并 FEX F 


在 时 SoR RAT lim lim an a 
证 明 。 假设 lim lim Slm, n) =s #HEUÈ s OA DR, N 
1) s 的 开 邻 域 的 存在 是 证 明 的 本 质 。 累 次 极限 定理 ， 点 的 开 邻 域 系 是 局 部 基 的 事 
实 和 闭 包 公理 “4 一 一 4-” 有 着 密切 的 联系 。 至 于 在 具有 比 拓扑 限制 更 少 的 
构造 的 空间 内 的 收 敏 也 已 经 被 研究 , 见 Ribeirof 1j. ` 
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我 们 必须 找 出 下 的 元 Cm, f) 使 得 当 Cp. g) > (mf) NA SoR(p> 
8) EU。 先 选 DD 中 的 m 使 得 fmSCp,n)& U 对 每 一 个 在 ww 之 后 的 
p 成 立 , 再 对 每 一 个 如 此 的 了 选 Es 的 元 f(y) 使 对 一 切 在 Kz) 之 
后 的 2 有 S(p，#) EU。 又 当 P 了 为 DD 的 元 ， 而 不 在 rw 之 后 时 ， 命 
Ke) A Ep 的 任意 元 。 于 是 , G (ps g) 之 (m, f). Wp >m, ik 
lim S(p, n) EU, X g(p) > Kp), 从 而 SoR(p, g) = SC, g(p)) 
EU.| 
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MERZER ERAEN RIKE 
义 子 序列 的 推广 并 且 证 明 所 期 望 的 定理 ， | 
”我 们 称 网 {Tns me D) 为 网 {5,, nE E) 的 子 网 当 且 仅 当 存 
在 定义 在 D 上 并 且 取 值 于 E 内 的 函数 NN 使 得 

(a) T = SoN，、， 这 等 价 于 ,对 D 中 的 每 一 个 上 有 Ti 一 SNi; 

(b》 对 EE 中 的 每 一 个 mw 有 DD 中 的 # 使 得 若 P 之 n, 则 Np 宇 m. 
因为 似乎 没有 产生 误解 的 可 能 、 故 我 们 在 子 网 的 记号 中 略 去 
了 序 宇 ,第 二 个 条 件 , 直观 的 说 , 就 是 “ 当 p 变 大 时 Ne 也 变 大 ”， 
从 这 个 条 件 显然 立刻 可 推出 若 S 基 本 上 在 集 4 内 ， 则 5 的 子 网 
SON 也 基本 上 在 4 内 。 这 是 一 个 很 重要 的 事实 , 并 且 这 里 对 子 网 
所 采取 的 定义 正 是 为 了 得 到 这 个 结果 . 注意 DD 的 每 一 个 共 屁 子 集 
E 关于 同一 个 序 为 有 向 集 , 因而 {S,. nE E} 为 5 的 子 网 ( 设 N 为 
E 上 的 恒 等 函 数 ， 则 定义 的 第 二 个 条 件 就 变 成 要 求 E 为 共 尾 子 
集 ). 这 是 构造 子 岗 的 一 种 标准 的 方法 ,然而 ,不 幸 的 是 这 种 简单 种 
类 的 子 网 并 不 能 满足 所 有 的 目的 (问题 2. E.)， 

有 一 种 特殊 类 型 的 子 网 , 它 几 乎 满足 所 有 的 目的 。 假设 YX 是 
从 有 向 集 E 到 有 向 集 妃 的 函数 并 且 保 序 ( 即 当 iy 时 有 Ni > 
Ni)， 同 时 它 的 值 域 为 乙 的 共 尾 子 集 ， 则 易 见 对 每 一 个 网 $，SoN 
为 3 的 子 网 . 下列 引 理 证 明 中 所 作出 的 子 网 就 镶 于 这 种 类 型 (这 
由 K. T. Smith HHE). 
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5 引 理 . 设 8 为 网 ,又 设 .ex 为 集 族 , 它 使 得 3 常常 在 .ex 的 
BTR TLEES Jet a Te EEE -oz 的 一 个 元 ， 则 


和 
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证 前 ， Bh A 的 te AIBN TEAS $0 or HOP To r 
关于 性 为 有 向 集 。 W {Srs nE D) 为 这 样 的 网 , 它 常 常 在 .ex 的 每 
一 个 元 内 ,又 设 E 为 所 有 这 样 的 (m，、4) 的 集 , 它 使 得 m€ D, AC 
.er 并 且 Sw€ 4, 则 E 关 于 DX .er 的 乘积 序 为 有 向 集 , 因 为 若 Cn, 
A) TI Cn, B) X ERT WE e PI CHR CCANBMD HA 
Pp 使 得 p 同时 在 zw 与 4 之 后 并 且 SE C, BC, C)EE HE ©, 
C) 同时 在 (my 4) 与 《x，B) 之后。 对 EE 中 的 (m, A), 命 N(m， 
4) 一 m， 则 NN 显然 保 序 并 且 N 的 值 域 为 D 的 共 尾 子 集 (1{5。， 
nE D} 常常 在 .ez 的 每 一 个 元 内 )。 因此 SN 为 5 的 子 网 .最 
后 , 设 4 为 .er 的 元 ,和 为 万 的 元 , CEE Sne A, THA (a, B) 
A EWC (m, A) 之 后 , 则 SoN (n, B) = S,€ BCA, & 
SoN 基本 上 在 4 内 . | 

现在 我 们 把 这 个 引 理 应 用 于 拓扑 空间 内 的 收敛 .我 们 称 空间 
的 点 :为 网 5 的 聚 点 当 且 仅 当 5 常常 在 的 每 一 个 邻 域 内 . 一 
网 可 以 有 一 个 ， 多 个 或 没有 聚 点 。 例 如 ， 若 o 吧 为 非 负 整 数 集 ， 则 
{n, n€o} 是 一 个 网 , 它 关 于 实数 的 通常 拓扑 没有 聚 点 . 还 有 另 一 
种 极端 情形 , 若 S 是 一 个 序列 , 它 的 值 域 是 有 理 数 集 ( 如 此 的 序列 
是 存在 的 , 因为 有 理 数 集 为 可 数 集 ), 则 易 风 该 序列 常常 在 每 一 个 
开 区 间 内 , 因而 每 一 个 实数 都 是 它 的 聚 点 。 若 一 个 网 收敛 于 基 个 
点 : 则 该 点 必 为 聚 点 ,但 可 能 有 这 样 的 网 , 它 有 唯一 的 聚 点 , 然而 却 
并 不 收敛 于 该 点 。 例如 ， 考虑 由 交 蔡 取 一 1 和 正 整 数 序列 所 作出 
的 序列 —1,1,—1,2,—1, 3, 一 1,…， 这 时 一 1 为 该 序列 的 唯 
HRA. 但 该 序列 不 收敛 于 一 1. 
6 定理 . 拓扑 空间 中 的 点 * 为 网 S 的 聚 点 当 且 仅 当 有 S HF 


gh A s 2h S HONEA. UR A ARE $ KARNE, ME 
QL 的 两 个 元 的 交 仍 为 U 的 一 个 元 并 且 5 常常 在 * 的 每 一 个 邻 
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域内 , 故 应 用 上 一 引 理 有 5 的 一 个 子 网 , 它 基本 上 在 U 的 每 一 个 
TARKAT s. 

若 * 不 是 3 的 聚 点 ， 则 有 s SBR LER S ABB EU 
Am S 基本 上 在 UU 的 余 集 内 ， 于 是 5 的 每 一 个 于 网 基本 上 在 如 的 
余 集 内 ,从 而 不 收敛 于 s. | 

下 面 再 利用 阔 包 来 给 H AS EAA — FE AURI. 


证 明 . 若 * 为 [5 ne Di THRA, 则 对 每 一 个 An 5s 的 
每 一 个 邻 域 相交 ,因为 {Sa nE D} 常常 在 每 一 个 邻 域内 。 故 * 在 
每 一 个 A 的 闭 包 内 . | 

若 * 不 是 {5,, nE D) HRA. WA * ARRU ES {Sa 
nE D) 不 常常 在 U0 内 , 故 对 茶 个 DD 中 的 x 当 m >n 时 有 S, EU; 
即 忆 与 4, 不 相交 。 因 而 * 不 在 4, 的 闭 包 内 .| | 


序列 和 子 序 列 


我 们 有 兴趣 知道 在 什么 情况 下 拓扑 可 以 只 通过 序列 来 描述 ， 
这 不 仅 因为 此 时 有 一 个 对 一 切 网 都 确定 的 定义 域 ,比较 方便 ,而 且 
因为 有 些 序列 的 性 质 不 能 推广 .这 种 拓扑 空间 中 最 重要 的 一 类 就 
是 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 : 即 每 一 点 的 邻 域 系 均 有 可 数 基 , 亦 
即 对 空间 X 的 每 一 点 x 有 zx 的 邻 域 系 的 一 个 可 数 子 族 使 得 * 的 每 
一 个 邻 域 都 包含 该 族 的 某 个 元 .在 这 种 情况 下 ， 几 乎 上 面 的 所 有 
定理 都 可 以 用 序列 来 代替 网 . | 

应 当 注 意 : 序列 可 以 有 不 是 子 序列 的 子 网 。 

8 定理， TEE TRE ASE SR, M: 
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本 上 在 4 内 . 

JEW. 假设 :为 X 的 子 集 4 的 聚 点 ， 并 且 序 列 Uo Un tts 
U,，"… 是 ， 的 邻 域 系 的 基 . 命 V,== 介 {Ui:i 二 0, 1,---, 2}, 则 序 
列 Vos Visee's Vio EE 的 邻 域 系 的 基 ， 而 且 对 每 一 个 7 有 
VCV n HEA n, E VNC 一 {s}) 中 的 一 个 点 Sao’ 于 是 
得 到 一 个 序列 {Ss,，ze w}, 显然 它 收敛 于 s。 这 样 就 得 到 了 命题 
(a) 的 一 半 , 至 于 其 逆 是 明显 的 ， 

E 4 为 和 的 子 集 , 它 不 是 开 集 , 则 有 X ~ 4 的 一 个 序列 , 它 收 
”化 于 4 中 的 点 ,如 此 的 序列 一 定 不 能 基本 上 在 4 内 ,从 而 又 得 到 了 
定理 中 的 命题 〈b)， 

最 后 ,假设 :为 序列 5 的 聚 点 ,并 且 序列 Vo Voe EER 
每 一 个 n 有 VnCV, 的 :的 邻 域 系 的 基 ， 对 每 一 个 非 负 整 数 i 
选 N; 使 得 N; 之 i 并 且 Sw 属于 Vi. GSH (Sy, ie w} 就 是 5 的 
一 个 收敛 于 $ 的 子 序列 .| 


“eK 


RTOS ALE HZ AA WF SIH A AR 
定义 一 个 拓扑 是 方便 的 ， 例 如 若 多 为 从 一 个 确定 的 集 和 到 拓 耻 
空间 Y 的 一 个 函数 族 , 则 自然 规定 网 {f> nE D) 收敛 于 函数 8 当 
上 且 仅 当 对 X 中 的 每 一 个 x, (f(x). nE D) 收敛 于 o(x) (这 种 类 型 
的 收敛 在 第 三 章 中 将 要 更 详细 的 讨论 ), 于 是 自然 地 产生 这 样 的 问 
题 : 是否 有 .多 的 一 个 拓扑 使 得 这 种 收敛 就 是 关于 该 拓扑 的 收敛 ? 
它 的 肯定 的 回答 就 使 得 我 们 能 够 利用 对 拓扑 空间 所 发 展 了 的 工具 
来 研究 多- 的 构造 . 

这 个 问题 可 以 正式 叙述 如 下 : 若 多 是 一 个 由 (Ss, s) 组 成 的 
类 , 其 中 5 为 Xx 中 的 爽 ,s 为 点 ,， 则 何 时 有 X 的 一 个 拓扑 T 使 得 
(5,s)E E HENK SAFAI T WKF so 从 前 面 对 收 敛 的 讨 
论 中 ,我 们 已 经 知道 当 如 此 的 拓扑 存在 时 多 所 必须 具有 的 几 个 性 
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质 . 我 们 称 E WKF x HMI A ee 的 
四 个 条 件 ?。 为 方便 起 见 ,又 称 S(C) WAT s 或 lim S, = (F) 
SAMS, ee. 

Ca) H SSE SOM EES TT oe Sa = s SCO) 
收敛 于 s, 

Cb) SCC) KET s MIS BE Teme (OKR Fs 
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有 收敛 于 * 的 子 网 ， 

(4) ETE 次 极限 的 定理 2.4) BE D AA FASE, Et D thy 
每 一 个 m, En WAR Bik F ARE DX X {Enm: m€ D} 并 且 对 
F 中 的 (mf), 命 RCm, f) = == Cm, j(m)). a lim kimS(m5n) = ş 
(E), 则 SoR(@) KAF s. 

前 面 已 经 证 明 在 拓扑 空间 内 的 收敛 一 定 满足 Ca)， Cb) #1 Cd), 
至 于 命题 (c) 通过 下 面 的 论证 也 容易 得 到 : AM {S,.n€ DS 不 收 
ATA s WERE s 的 某 个 邻 域 的 余 集 内 , 故 有 刀 的 共 尾 子 集 
E (EIS {S,, n€ E) 在 该 余 集 内 ， 又 易 见 (S,.n€ E} 是 一 个 子 网 
并 且 它 没有 收敛 于 * 的 子 网 . 

现在 我 们 来 证 明 每 一 个 收敛 类 实际 上 是 由 某 个 拓扑 所 导出 . 

9 定理 . ke WATE ions MRT X coun 
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征明 . RAER. sy LE (参看 定理 1.8)， 因为 网 

是 定义 在 有 向 集 上 的 函数 ， 并 且 由 定义 可 知 该 有 向 集 为 非 空 ， 政 
《0) ABR. 根据 关于 常数 网 的 条 件 (a)， 对 集 4 的 每 一 个 元 : 
有 一 个 网 SKAT s 因而 ACA. Gse a, WARS ME 
MASECAUB), MH A CCAUBY 对 每 一 个 集 互 成 立 , 即 AU 
BrC(AUB). 今 证 妈 过 来 的 包含 关系 也 成 立 , 假设 {Sa nE D} 


1) 其 中 的 前 三 个 条 件 当 以 “序列 ”代替 网 时 也 就 是 Kuratowski 对 极限 空间 的 
Rréchet Mane. W Kuratowski [1]. 
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A AUB 中 的 网 并 且 它 (名) WT s tit Ds = {nn ED ESE 
A},D,={n:n€ D H. S,€ B}, N] D,UDs = Dstt Da BK Ds AD 
ARTE, M (Srs nE Day} 或 {S,, nE Ds} 为 {Sn n€ D} 
的 子 网 并 且 由 条 件 (b) th CH) 收敛 于 * FÆ sE AUB, XE 
证 明了 A°U BS = (AUB). 现在 还 必须 证 明 A“ 一 4:， 同 时 说 
明和 条件 (qd) 确实 是 需要 的 BT. mE D) 为 4 中 的 网 并 且 它 
CP) 收 钱 于 1， 则 对 DD 中 的 每 一 个 m 存 在 有 向 集 En 和 网 {SOn 
n)s nE Ent, HEE (OC) KRAT Tm ARER O 就 有 一 
SACS) UCR z RUE A, 因而 4“ = A, 

”定理 证 明 更 巧妙 的 部 份 是 : 证 明 (@) 收敛 和 关于 与 算 子 “ 相 
伴随 的 拓扑 8 的 收 化 一 致 ， 先 假设 {5,,nE D} (PM) 收敛 于 * 并 
且 关 于 .及 不 收敛 于 *, 则 有 $ FRR U EB {Sne D ERER 
在 忌 内 , 故 存在 刀 的 共 尾 子 集 互 使 得 对 互 中 的 所 有 = 有 sS, EX~U, 
MA {Sns nE E} A (S,, nE D) 的 子 网 并 且 由 条 件 (b) 该 子 网 在 
X~UAC@) WAT ss FR X~UA(X~ UY, NUF 
F 不 是 开 集 ,了 矛盾 ， 

最 后 ,假设 网 P 关 于 拓扑 .2 收敛 于 > 并且 不 (E) Kar s 
则 由 (c) 有 子 网 {Tw，me D} ERCA (SC) 收敛 于 * HEM, 
如 果 我 们 能 够 再 作出 一 个 如 此 的 子 网 ， 那 末 就 得 到 矛盾 。 对 DD 中 
的 每 一 个 m， 命 Bm = {n: nED H n >m}, XÈ 4m 为 所 有 使 得 
nE By 的 了 7, 的 集 , 则 因 {Tms me D} REF KAF r, iri 
须 位 于 每 一 个 4 的 闭 包 内 ， 由 此 可 见 对 D 中 的 每 一 个 m 有 有 向 
SE, 和 Bn 中 的 网 {UCm sn), nE En} 使 得 合成 {ToU (m,n)， 
n€ ES (E) 收敛 于 >。 于 是 再 利 有 关于 收敛 类 的 条 件 (d) EM 
车 对 Dx X{E,,.m€ ~ D} 中 的 每 一 个 (m, f)» 命 R(m,f) = Cm, 
i(m)), H TUR (@) KAF rs mE p >m 时 有 DoR(Cp， 
1) = Up: IP))E Ba» BY UR(p, f) > m, XRH TOUR 为 
7 的 子 网 ,于 是 定理 获 证 .| 

上 面 定 理 建立 了 集 X 的 拓扑 与 在 其 上 的 收敛 类 之 间 的 一 一 对 
应 .并 且 这 个 对 应 在 下 列 意 义 下 是 反 序 的 : E 名 ,和 C2 为 收敛 
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Cd 


R, FT AT, HY ECE AERA TPCT: 
(这 个 事实 由 收敛 的 定义 立即 推出 )， 另 外 , 交 ENE 仍 为 收敛 
类 ,这 只 须根 据 如 此 的 类 的 四 个 特征 性 质 即 得 ,又 易 见 与 ONG 
相伴 随 的 拓扑 就 是 大 于 Ta 和 .到 :的 最 小 拓扑 ,对 偶 的 有 T 

Fa 的 收敛 类 是 大 于 CM C 的 最 小 收敛 类 。 
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4 ”关于 序列 的 习题 
RX AMHR, CHT BASRA A RRA ARR ARM. lta 
样 的 序列 收敛 于 什么 样 的 点 ? 


BAF: 序列 是 不 充分 的 
设 2 为 小 于 或 等 于 第 一 个 不 可 数 序数 2 的 序数 的 集 ， 又 设 拓扑 为 序 拓 
扑 ; 则 0 为 2 一 {9} 的 聚 点 ,但 没有 O'~{2} 中 的 序列 收敛 于 9， 


C RF Hausdorff 空间 的 习题 门 空间 

拓扑 空间 叫做 门 空间 当 且 仅 当 每 一 个 子 集 非 开 即 闭 。Hansdorff 门 空间 
至 多 有 一 个 聚 点 ,并 且 若 为 非 聚 点 的 点 , 则 {z} AFR. CH UR Y 的 
任意 邻 域 , 则 U~ Ly} AFR.) 


D ”关于 子 序列 的 习题 
设 X 为 非 负 整数 的 序列 , 它 使 得 任意 整数 都 只 能 出 现 有 限 多 次 ; 即 对 每 
一 个 wm 集 {i:N; 一 m} HARR, MH {5.5 nE w} 为 任意 序列 时 {Sns 
ico) 为 于 序列 。 若 {S neo) 为 拓扑 空间 中 的 序列 ,而 为 非 负 整 数 的 
任意 序列 , 则 {Sw ie 0} 或 者 是 {5。， nE o) 的 子 序列 ,或 者 是 它 有 聚 点 . 


E AF: 共 尾 子 集 是 不 充分 的 

设 X 为 所 有 非 负 整数 偶 的 集 , 它 的 拓扑 描述 如 下 :对 每 一 个 异 于 (0, 0) 
的 点 (msn), W {(m, w)} HFK, LRU 为 (0,0) 的 邻 域 , 假 如 对 除 有 限 多 
个 外 的 所 有 整数 m, R {wx:(m,n) ¢U} JARE., (在 欧 几 里 德 平面 内 实现 
X, 这 时 (0,0) 的 邻 域 包含 除 有 限 多 个 列 外 的 所 有 列 的 除 有 限 多 个 外 的 所 有 
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(a) 空间 和 为 Hausdorff 空间 。 

(b) X 的 每 一 个 点 是 可 数 多 个 闭 邻 域 的 族 的 交 ， 

(c) 空间 X 为 Lindelöf 空间 ; 即 每 一 个 开 覆 盖 有 可 数 子 覆 盖 。 

(d) 不 存在 X~{(0,0)} 中 的 序列 收 合 于 0:0).〈 若 X~{(0。 0)} 中 
的 序列 5 收敛 于 (0,0), 则 它 基本 上 在 每 一 列 的 余 集 内 ,并 且 该 序列 在 每 一 列 
内 只 有 有 限 多 个 值 .) 

(e) 存在 X~{(0, 0)} 中 的 序列 5, EU (03 0) ARM FAEEES 
整数 的 共 尾 子 集 上 的 限制 都 不 收敛 。 

Æ ”该 例子 属于 Areas, 


F 单调 网 

设 X 为 有 序 完备 的 链 ; 即 XX 关于 关系 > 为 线性 有 序 集 并 且 使 得 xX 的 每 一 
个 有 上 界 的 非 空子 集 有 上 确 界 .又 设 X 的 拓扑 为 序 拓扑 ( 间 题 1.1) .XX 中 的 网 
(Sy >) 叫做 单调 上 升 (下 降 ) 当 且 仅 当 对 mon 有 SS, (5s 宇 5w) RIL. 

(a) X 中 每 一 个 值 域 有 界 ( 存 在 HE X 使 得 x 之 Ss 对 一 切 2 成立 ) 的 单调 
上 升 的 网 收敛 于 它 的 值 域 的 上 确 界 ， 

(b) 若 X 为 带 有 通常 序 的 实数 集 ,或 xX 为 所 有 小 于 第 一 个 不 可 数 序数 的 
序数 的 集 , 则 每 一 个 值 域 有 上 (下 ) 界 的 单调 上 升 (下 降 ) 的 网 收敛 于 它 的 值 域 
的 上 确 界 (下 确 界 ). 


设 1 为 实 值 函 数 , 它 的 定义 域 包含 集 4，、 又 设 .x 为 所 有 4 的 有 限 子 集 组 
RHR FF Aer RE OF, fig Sr = {flae F} WRTIAG 
向 集 并 且 (Sr, Few, >} OW, SRI WALA, HEC 
所 收敛 的 值 叫做 1 在 4 上 的 无 序 和 ， 记 为 (a) 4}, 或 简 记 为 Ea. 

(a) 车 1 非 负 ( 非 正 ), 则 f 可 和 当 且 仅 当 它 在 4 的 所 有 有 限 子 集 上 的 和 
有 上 界 ( 下 界 )。《〈 利 用 关于 单调 网 的 上 一 问题 .) 

(b) 役 44 = {a:f(«)>0} 并 且 4- = {a:1(s)<0), 则 + 在 4 上 可 和 当 
ERK f E 4 和 ALR, 若 1 在 4 上 可 和 , 则 Sof 一 34Hf + Eas, 

(c) 也 数 ff 在 2X2 上 可 和 当 且 仪 当 | 在 XX 上 可 和 ,其 中 |1|(a) = |fe). 

(d) 若 f 在 集 4 上 可 和 ， 则 /在 4 的 某 个 可 数 子 集 外 为 零 。( 若 / 在 基 
个 不 可 数 子 集 的 每 一 所 处 异 于 零 , 则 对 茶 个 正 整 数 n, {2:/(2) > 1/2} 为 不 可 
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数 集 .) 

(9) 车/ 和 8 在 4 上 可 和 并 且 * 和:* 为 实数 , 则 rf + se 在 4 上 可 和 并 
E Zalrf + sg) = 134f + SEa, 

() 车 f 在 4 上 可 和 , 并 且 B 和 Cc 为 4 的 互 不 相交 的 子 集 ， 则 1 在 B 和 
c 的 每 一 个 上 可 和 ,并 且 3aucf = Zaf + Zcf. 

(g) E = 为 实数 序列 , 则 其 序 和 (“级 数 的 和 ”) 是 指 序列 Sa 的 极限 , 其 中 
S, 一 2{xi:i 二 0,1,…, n}, 换言之 , 序 和 为 {Sr ， FEZ) WRR HHA 
所 有 形 如 {m:m 志 x#} 的 集 组 成 的 族 。 显然 ,该 网 是 定义 无 序 和 的 网 的 子 网 . 
XEF) © 叫做 绝对 可 和 当 且 仅 当 序列 |z| 存 在 序 和 ,其 中 ela = [oe], 于 是 
* 在 整数 上 存在 无 序 和 当 且 仅 当 该 序列 为 绝对 可 和 ,并 且 在 这 种 情况 下 无 序 
和 与 序 和 相等 . 

(h) 《Fubinito) 设 1 为 第 卡 儿 乘积 4xB 上 的 实 值 函数 , 则 : 

G) 车 f 在 4x8B 上 可 和 , 则 2Z4xsf = 2{2{f(a, 6):5€ B}:2€ 4}. OF 
者 是 两 个 累 次 和 中 的 一 个 .) | 

Gi) 若 对 4 的 每 一 个 元 a, f(a, b) 或 者 对 所 有 2 为 非 负 ,或 者 对 所 有 5 
ARIE, RH F(a) = £{/(a, b): bE B} 并 且 F 在 4 上 可 和 , 则 1 在 4xB 上 
可 和 . 

Gii) 一 般 的 说 ,可 能 两 个 累 次 和 同时 存在 ， 而 f 为 不 可 和 .事实 上 ,车 
4 和 B 均 为 可 数 无 限 集 并 且 F 和 GG 分别 为 4 和 BB 上 的 任意 实 隙 数 , 则 有 Ax 
B 上 的 大 使 得 2{f(a, 6):a€ A} = Gb) 和 2{j(z，5):5E€ B} = F(a) 分 别 
对 8B 中 的 一 切 5 和 4 中 的 一 切 4 成立. 

往 ”在 该 问题 中 所 陈述 的 结果 是 利用 无 序 和 代替 绝对 收敛 级 数 来 发 展 
测度 论 所 需要 的 。 所 有 这 些 结果 除 (d), (e) 和 (hs ii) 外 可 以 在 许多 更 一 般 
的 情 次 下 得 到 证 明 ; 第 七 章 我 们 还 要 利用 完备 性 概念 再 来 考察 这 个 问题 .以 
上 关于 序 的 理论 的 处 理 将 有 助 于 更 复杂 的 积分 例子 的 考察 . 

男 外 在 历史 上 ,无 序 和 是 Moore-Smith 收敛 的 先驱 。(Moore [1],) . 


H 积分 理论 ,实用 形式 
设 f 为 实数 的 闭 区 间 [4, 4] 上 的 有 界 实 值 函数 ， 规 定 [<，5] 的 子 分 划 
S 为 有 限 多 个 闭 区 间 的 族 , 它 覆 盖 (+, 5] 并 且 使 得 任何 两 个 区 间 至 多 有 一 个 
公共 点 。 将 区 间 7 的 长 度 记 为 17|， 又 对 于 分 划 5 定义 网 孔 IS 为 5 中 的 
1 的 [的 最 大 值 。 另 外 我 们 用 两 种 不 同方 法 使 所 有 子 分 划 的 族 为 有 向 : 
G) SBS 当 且 仅 当 5 是 5 的 加 细 ， 亦 即 $ 的 每 个 元 都 是 5 某 个 元 的 子 
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集 ; 

(ti) Sès 4AM ISISI. 
MMD 为 1 在 1 上 的 上 确 界 , m 为 下 确 界 .又 定义 相应 于 子 分 划 
5 的 上 与 下 Darboux 和 为 Dy(S) = Z{ M; (0):1ES] 与 a(S) = {P| 
mi(1) :1€ S}, Riemann 和 则 更 为 复杂 。 规 定子 分 划 5 的 选择 函数 为 3 上 的 
这 样 的 函数 <， 它 使 得 对 Ss 中 的 每 一 个 1 有 CDE], 现在 再 用 两 种 方法 使 
所 有 5 为 于 分 划 并 且 。 为 5 POE PERF IS (S, <) 的 集 为 有 序 : (5,<)> 
(Sse) 当 且 仅 当 SSS 和 (S, e), 0) 当 且 仅 当 5 »5 .最 后 定义 相 
MTE (S, c) 的 Riemann 和 为 Ri(S, e) = Z|i|f(e(1D)) 7 € S}. 

借助 于 加 细 的 序 即 可 作出 有 关 的 基本 运算 。 

(a) BR (Di, >) 和 (4y, S) 分 别 为 单调 下 降 和 单调 上 升 ， 并 且 因 而 牙 
X. 

(b) di(S) S&R CS, e) SDS H— ED FAR S MERR < 成 立 。 
(c) 对 每 一 个 止 数 。 存在 所 有 序 偶 (5, ec) 的 集 的 >- 共 尾 子 集 使 得 

Ri(5,c) + ce 之 Di(S).《 还 有 一 个 对 个 的 命题 .) 

(d) 网 (Ry, >) Wee BMY lim (D>) = lim(4y, 之 )， 若 (Ris 
> MCR. WY lim(Rj, >) = lim (Dy, 之) = lim (dy>). 

(e) BCR >) 为 网 (Ro >>) AFR. | 

(£) 网 (Ry >>) 收敛 当 且 仅 当 lim (D, >) = lim (d>). A (Rfs 
>>) 收敛 , 则 lim (Ri, >>) = lim (Ry, >), 

YE of 的 Riemann 积分 通常 是 定义 为 (Ryo >>) 的 极限 ， 孝 虑 加 细 的 
序 和 网 孔 的 序 都 一 样 方便 ,只 是 一 个 技巧 的 问题 。 如 果 我 们 代替 有 限 的 子 分 
划 和 区 间 的 长 度 , 芳 感 可 数 的 子 分 划 和 7 的 Lebesgue 测度 |1|, RR (Ri, 
>) 就 收敛 到 了 的 通常 的 Lebesgue 积分 ;但 (Ry, >>) THA. 此- 
外 ,加 细 型 的 定义 还 可 以 应 用 于 取 值 矢量 空间 的 某 种 琢 数 的 积分 。( 兄 Hille 
[第 三 章 )。 又 Darbour 型 积分 要 求 被 积 函数 的 值 域 为 半 序 集 , 而 Daniell 积 
分 和 各 种 推广 《Bourbaki [2], McShane [2] 和 [3] LAK M. H. Stone [11) 本 
质 上 也 都 是 这 种 类 型 。 还 有 一 种 引入 积分 的 标准 方法 , 它 是 通过 关于 某 种 度 
量 的 完备 化 过 程 的 途径 , PARER I FEE (Halmos [1]), 
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tS ETA IPS RX, 它 带 有 一 个 反 身 的 半 序 之 使 得 对 Xx 的 每 一 对 元 
* 与 y》 有 (唯一 的 ) 最 小 元 *YVy 它 大 于 x 与 y》 和 (唯一 的 ) 最 大 元 xzAy 它 小 
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Faty. 而 元 x*Yy 和 x* 人 入 y 就 叫做 x 与 的 并 和 交 ， 格 称 为 分 布 格 当 且 仅 
MeN ONV) = (xAy) VCA) 5 rV(yAz) = (r+Vy)A(xXYVz) WX 
的 一 切 =, y 和 * 成 立 。 又 X 的 子 集 4 称 为 理想 (对 偶 理想 ) 当 且 仅 当 从 ye 
和 ?6E4 可 推出 xzE4 并 且 从 yE4 和 =zE4 可 推出 yYzsE4( 从 xz 关 7 和 7EL4 
可 推出 xE4 并 且 从 >E4 和 z*E4 可 推出 yAzE4)， 

设 4 和 和 B 为 分 布 格 X 的 互 不 相交 子 集 并 且 4 为 理想 , 8 为 对 偶 理 想 ， 则 
有 互 不 相交 的 集 4 和 B 使 得 4 为 包含 4 的 理想 ,8 为 包含 B 的 对 偶 理 想 
HA AUB =X, 

该 命题 的 证 明 分 解 为 一 系列 引 理 。 

(a) 所 有 包含 4 并 且 与 8 不 相交 的 理想 的 族 有 一 个 极 大 元 4 ( 见 预备 知 
识 定 理 25)。 相 似 地 ,有 一 个 对 侦 理 想 B ， 它 包含 8, 与 4 不 相交 ,并 且 关 于 
这 些 性 质 为 极 大 。 

(b) 包含 4 和 XX 的 元 。 的 最 小 理想 为 {x:*<c 或 x*<cVy 对 4 中 的 某 
个 ?成立 }。 AA ARK ME e 不 属于 4 或 B, 则 VYx€8 对 4 中 的 某 个 
«RIL, (FF =>>*EB。 则 =6EB3.)， 

(c) Ee RETA AB, WAEL A VERB eB cevee BHA cAy 
EA, bekt (eyr) Ay = Ceny) V(rAy) 属于 4 和 BP. | 

$ “该 定理 属于 M-. H. Stone”"; 它 是 关于 有 序 集 的 一 个 基本 事实 的 最 佳 
形式 。 它 将 应 用 于 以 下 的 两 个 问题 ;并且 它 还 是 关于 紧 性 (第 五 章 ) 的 最 重要 
结果 的 基础 . 而 极 大 原理 的 某 种 形式 的 应 用 似乎 就 是 其 证 明 的 本 质 所 在 . 文 
献 中 己 经 陈述 过 从 该 定理 (或 更 精确 地 说 ,问题 2.K 中 的 定理 的 一 个 系 ) 可 推 
出 选择 公理 ,但 我 不 知道 是 否 确 实 如 此 ?2 . 最 后 ,上 面 所 给 出 的 分 配 性 的 定义 
限制 是 过 多 了 . 其实 从 这 两 个 等 式 中 的 一 个 即 可 推出 另 一 个 (Birkhofft[1]) 。 


] 万 有 网 

集 x 中 的 网 叫做 万 有 网 当 且 仅 当 对 x 的 每 一 个 子 集 4 该 网 或 者 基本 上 
在 4 内 ,或 者 基本 上 在 X~4 内 | 

O 若 万 有 网 常常 在 某 个 集 内 , 则 它 就 基本 上 在 该 集 内 。 因 此 。 拓 扑 空 


1) 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 . 这 是 由 于 选择 公理 等 价 于 这 样 一 个 定理 :车 B 是 一 
个 Boole 代数 且 SCB AF OCS, 则 BB 有 一 个 关于 与 $ 不 交 的 极 大 的 理想 。 
(W H. Rubin 5 J. Rubin 所 著 «Equivalents of the Axiom of Choices 的 
p.42 上 的 ALs.) 这 一 定理 《ALs*) 又 可 被 证 明 与 定理 2.11 Ch) 等 价 ， 而 后 
者 的 证 明 又 是 基于 问题 2.I 的 定理 . BBE 
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(Ich TG A BS TERE A. 

(b) 着 一 个 网 为 万 有 吏 , 则 它 的 每 一 个 于 网 亦 为 万 有 网 。 若 5 为 X 中 的 
万 有 网 并 且 1 是 从 xX 到 Y 的 函数 , 则 jos 为 了 中 的 万 有 网 。 

(c) 引 理 . 车 5 为 X 中 的 网 , 则 有 XX 的 一 族 子 集 ORB: s 常常 在 TH 
每 一 个 元 内 , @ 的 两 个 元 的 交 属 于 THANX ETAT 4, 或 者 4, 或 者 
X~A 属于 多。 (或 者 先 证 存在 一 族 g 关于 所 指出 的 前 两 个 性 质 为 极 大 ， 再 
证 它 具 有 第 三 个 性 质 ;或 者 应 用 问题 2.1, 命 .x 为 所 有 使 得 5 基本 上 在 XA 
内 的 集 4 的 族 , 多 为 所 有 使 得 5 基本 上 在 B 内 的 B 的 族 ,而 序 则 取 为 .》 

(d) x 中 的 每 一 个 网 都 存在 万 有 子 网 。( 利 用 上 一 结果 和 定理 2.5.) 


K Booe 环 : 存在 足够 多 的 同 态 

Boole 环 是 指 这 样 的 环 (R+, ), 它 使 得 r.r=r Arte =O HY 
每 一 个 rE R 成 立 ， 又 将 模 2 的 整数 域 记 为 h. 

(a) Boole 环 便 为 交换 环 。 (注意 (+ 十): (rt) =r+s,) 

(b) 车 (R, +，. ) 为 Book IR, MJT ENX ROTS h 的 元 的 乘法 ， 因 
而 了 为 上 的 一 个 代数 . 

(c) 定义 两 个 集 4 和 B 的 对 称 差 4AB 为 (4UB)~(4nB). FRE .of 
HBX HMA SRK, WW Or, An) 为 具有 单位 元 的 Boole 环 . 

(a) 设 X 为 一 个 集 又 设 至 为 所 有 从 X 到 1 的 函数 的 族 。 若 定义 函数 的 
加 法 和 乖 法 为 点 式 加 法 和 点 式 乘法 ( 即 (f + g)(z) = 1(x) + el), C-e) 
(x) 一 Kx) -e(z)), A UE, +,.-) 为 具有 单位 元 的 Boole 环 并 且 同 构 于 
Cr, As 1); 其 中 心 为 区 的 所 有 子 集 的 族 . 

(e) 着 定义 Boole 环 的 自然 序 为 : ras 当 且 仅 当 +. := *， 则 在 这 个 
半 序 下 ,RR 中 在 + 与 s 之 后 的 最 小 元 是 *>Vs ==+ +s — r. s, 而 在 + 与 ;之 
前 的 最 大 元 为 rAc=r-s, 运算 V 和 人 都 满足 结合 律 且 使 得 下 列 分 配 律 成 
立 : ACV) = (PAS) V CAE), rV CGA) = (Vs) ACV è). 

(£) 回顾 一 下 ,5 称 为 Boole IR (R, +,- ) 的 理想 当 且 仅 当 5 是 一 个 
加 法 子 群 并 且 > .*ES 当 rER, sES 时 ; 又 理想 5 叫做 极 大 理想 当 且 仅 当 
RÆS 并 且 不 存在 异 于 尺 的 真 包含 5 的 理想 .存在 的 极 大 理想 与 从 R 到 了 
内 不 恒 等 于 零 的 同 态 之 间 的 一 一 对 应 。 (如 此 的 同 态 的 核 是 一 个 极 大 理想 ,) 

(g) SH Boole 环 的 理想 的 充 要 条 件 为 当 r As HS 的 元 时 有 rvses 
并 且 当 : 关于 自然 序 在 5 的 某 个 元 之 前 ( 即 :<5 的 某 个 元 ) 时 有 Es, 回顾 一 
Fs RK 的 子 集 T RUB RE BY 和 为 的 元 时 有 + 和 seET 并 且 当 
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t 在 了 的 某 个 元 之 后 时 有 ET, Bre R, W {r> 是 一 个 理想 并 且 fe: 
sor} 是 一 个 对 侦 理 想 。 又 车 5 为 理想 ,了 为 不 相交 的 对 侦 理 想 并 且 SUT= 
R, 则 在 s 上 为 零 并 且 在 了 上 为 1 的 函数 是 从 R 到 内 的 一 个 同 态 。 ER 
的 Boole 环 内 通常 把 理想 叫做 n -理想 ,而 把 对 偶 理 想 叫 做 U -理想 .) 

(h) 定理 . SA Boole 环 的 理想 , 7 为 与 5 不 相交 的 对 偶 理 想 ， 则 有 
从 该 环 到 1, 内 的 同 态 , CE Ss LARHAET LAL. Bl, Ær 为 环 的 非 
Sit, WARS HE Ar) = 1. (换言之 ， 存 在 有 足够 多 的 同 态 来 区 
别 环 的 成 员 。 该 定理 的 一 种 证 明 是 基于 问题 2.1 的 .) 

(iD 8X ATS, SA xX HARA TS RAR, WC, AN) 
为 Boole 代数 ， 

0) 并非 一 切 Boole 代数 都 必 同 构 于 某 个 集 的 所 有 子 集 的 代数 . 《证 明 
是 通过 作出 可 数 的 Boole 代数 的 例子 .) 

© “这 项 研究 在 问题 5.S 中 将 得 到 完善 . 
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关于 收敛 理论 也 还 可 以 建立 在 洪 子 概念 的 基础 上 ， 集 x 中 的 滤 于 9 是 
指 X 的 一 族 非 空子 集 并 且 满 足 

(i) 多 的 两 个 元 的 交 仍 然 属于 交 ; 

(ii) EACF HH ACBcX, W BEF, s 
HE LUNAR. PTT RE x 8 BT AT E HY Boole 环 的 一 个 真 
对 偶 理想 。 又 拓扑 空间 X 中 的 沙子 F 收敛 于 点 > 当 且 仅 当 * 的 每 一 个 邻 域 
均 为 8 的 元 ( 即 x 的 邻 域 系 为 9 的 一 个 子 洛 )。 

(a) 子 集 忆 为 开 集 当 且 仅 当 忌 属 于 每 一 个 收敛 于 习 内 的 点 的 小子 。 

(>) 点 * 为 集 4 的 聚 点 当 且 仅 当 4~{x} 属于 某 个 收敛 于 * 的 滤 子 。 

(c) be 为 所 有 收 剑 于 :的 滤 子 的 全 体 , 则 N {FF E p) 即 为 = 的 邻 
RA. 

(d) 若 多 为 收效 于 的 滤 子 ,而 乡 为 包含 多 的 滤 于 , 则 乡 也 收敛 于 r. 

(e) X 中 的 滤 子 叫做 超 湾 子 当 且 仅 当 它 不 能 真 包含 在 x 中 的 任 一 江 子 
内 ,车 多 为 Xx 中 的 超 滤 于 并 且 某 两 个 集 的 并 为 多 的 元 ， 则 这 两 个 集 之 一 必 
属于 多 ,特别 ,着 4 为 * 的 子 集 , 则 或 者 4, 或 者 X~ 属于 9.( 再 一 次 应 
用 间 题 2.1.) 

(f) 我 们 可 以 猜想 滤 子 和 网 实际 上 引导 出 本 质 上 等 价 的 理论 。 猜 想 的 
基础 是 如 下 的 率 实 : 
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Ci) Æ {rn nE D} AX Haw, MTA {ta nE D) 基本 上 在 其 内 
的 集 4 的 全 体 组 成 的 族 F HX PAT. 

Gi) F A x hT, Mik DARA HS e FHH FEF W (+, F) 
HR FA MER CCH, (y,6)2>(4,F) DARA, Fite 人 (x,F) = *， 
WF 恰 为 所 有 使 得 网 {人 x*,F),(x，,F)E D) 基本 上 在 4 内 的 集 4 的 族 . 

TE ” 滤 子 的 定义 是 属于 H. Cartan 的 ;他 对 收 合 的 处 理 在 Bourbaki [1] 
中 已 详细 地 给 出 .命题 (c) 是 W. H. Gottschalk 的 一 个 注 记 ; 而 命题 (E) 
则 是 有 关 这 个 论题 的 “口头 文献 的 一 部 分 。 
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第 三 章 乘积 空间 和 高 空间 


本 章 的 目的 是 研究 从 给 定 的 空间 来 构造 新 的 拓扑 空间 的 两 种 
方法 .其 中 的 第 一 种 方 东 是 对 空间 的 笛 卡 儿 乘 积 指定 一 种 标准 拓 
扑 , 于 是 从 给 定 的 一 些 空间 就 作出 了 一 个 新 的 空间 ， 例 如 , 欧 几 里 
短 平 面 是 实数 (具有 通常 拓扑 ) 和 它 自己 的 乘积 空间 ,而 欧 几 里 德 
7 空间 是 实数 的 * 次 乘积 。 在 第 四 章 中 实数 的 任意 多 次 的 笛 卡 儿 
乘积 还 提供 了 与 其 它 拓 扑 空间 相 比 较 的 一 类 标准 空间 ， 

从 一 个 给 定 的 空间 构造 新 的 空间 的 第 二 种 方法 是 依赖 于 把 所 
给 定 的 空间 X 分 成 等 价 类 ， 并 且 此 时 将 每 一 个 等 价 类 看 成 新 构造 
的 空间 的 一 个 点 。 粗糙 地 说 , 即 我 们 " 登 合 "和 的 某 些 子 集 的 点 ,得 
到 一 个 新 的 点 集 ,然后 再 指定 “ 商 ” Path. 例如， 实数 的 所 有 mod 
整数 的 等 价 类 对 这 种 拓扑 所 得 到 的 空间 就 是 平面 的 单位 圆 的 一 个 

这 两 种 构造 空间 的 方法 都 是 为 了 使 得 某 些 函数 连续 而 引出 
的 . 因此, 我 们 开始 先 定义 连续 性 并 和 且 证 明 关 于 它 的 一 些 简单 命 
题 . 


E 续 函数 


为 方便 起 见 ， 先 回顾 一 下 关于 函数 的 若干 术语 和 一 些 初等 命 
题 (预备 知识 ) .我 们 称 函 数 (“ 函 数 ”与 “映像 ”,“ 有 映射 ",“ 对 应 ”,“ 算 
子 ” 以 及 “变换 ”是 同 义 的 ) f 在 和 上 当 且 仅 当 它 的 定义 域 为 和 .又 
称 f 为 到 Y 内 当 且 仅 当 它 的 值 域 为 Y 的 子 集 , 另 外 称 它 为 到 了 上 ， 
假如 它 的 值 域 为 Y.7 在 点 * 处 的 值 记 为 Kx) ,而 x) 就 叫做 x* 关 
FIR. Æ BX YTE IBAF A B] 指 的 是 {x: 
f(x) € B}. 显然 ,Y 的 子 集 族 的 元 的 交 《 并 ) 关于 FAAEE 
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的 逆 的 交 GE); 即 若 对 集 C 的 每 一 个 元 c，2Z。 为 了 的 子 集 ， 则 
FLN {Zc E C} = N{IZ]:cE C) 并 且 对 并 有 相似 的 结果 
Ral. Hye Y, 则 仅 含 一 个 元 ? 的 集 的 逆 OLY} MY Ly). 
X 的 子 集 4 的 像 1[ 41 是 指 所 有 使 得 对 4 中 的 某 个 * 有 y = fx) 
的 点 ? 的 集 。 易 见 ;X 的 子 集 族 的 并 的 像 为 像 的 并 ， 然 而, 一 般 地 
说 交 的 像 就 不 是 像 的 交 。 最 后 , RIIK 为 一 对 一 当 且 仅 当 不 存 
在 具有 相同 的 像 的 两 个 不 同 的 点 ， 并 且 这 时 SORE 了 的 逆 函 数 ， 
(注意 ,此 处 的 记号 是 这 样 使 用 的 ,粗糙 地 说 , 方 括号 表示 作用 到 函 
数 的 值 域 或 定义 域 的 子 集 上 ， 而 圆 括号 表示 作用 到 元 上 ， 例 如若 
为 一 对 一 ,到 Y EHHE yE Y, 则 广 !(?) 为 使 得 zx) 一 y 的 X 的 
唯一 的 点 *, 而 fly) = {x}.) 

从 拓扑 空间 (CX, T) 到 拓扑 空间 CY, Oe) 内 的 映射 f 称 为 
连续 当 且 仅 当 每 一 个 开 集 的 逆 为 开 集 。 更 精确 地 说 , f AFIA 
U 为 连续 或 T-U 连续 当 且 仅 当 对 每 一 个 人 QU 中 的 UO 有 fl! 
e 8. 显然 这 个 概念 是 依赖 于 值 域 和 定义 域 空间 的 拓扑 , 但 当 不 
会 引起 误解 时 我 们 按 习惯 略 去 拓扑 的 陈述 。 有 两 个 关于 连续 性 的 
命题 ,虽然 它 本 身 很 明显 , 但 却 十 分 重要 .第 一 , 若 f 为 从 X 到 YY 
内 的 连续 函数 ，& 为 从 Y 到 ZZ 内 的 连续 函数 ， 则 合成 gof 为 从 XX 
到 Z 内 的 连续 函数 ， 因 为 对 每 一 个 Z 的 子 集 了 有 Gof {Vl = 
fLe[V 1), UA g, 然后 再 利用 f 的 连续 性 即 可 推出 若 VV 
HFE GNV] 也 为 开 集 。 第 二 , 若 1 为 从 X 到 Y 内 的 连 
SARO 4 为 X 的 子 集 , 则 f 在 4 上 的 限制 1|4 关于 4 的 相对 拓扑 
为 连续 ,因为 若 忆 为 了 中 的 开 集 , 则 G14)7U] = aN] 显 
” 然 即 为 4 中 的 开 集 ， 又 我 们 称 使 得 fl 4 为 连续 的 函数 f 为 在 A 
上 连续 。 实 际 上 还 可 能 出 现 蕊 为 在 4 上 连续 ， 而 不 在 上 连续 的 
情形 . 

下 烈 的 一 组 条 件 的 每 一 个 都 等 价 于 连续 性 ， 因 为 在 证 明 函数 
的 连续 性 时 常常 需要 ,所 以 是 有 用 的 . 

1 定理 . HX MY OTS, f 为 从 X 到 了 的 函数 , 则 下 列 
命题 等 价 : 


e 79 e. 


bpr npp y HAA a SHET e T pike He om Scale ae Aa A ERE e AMEA OAE: ASI pace tg AET MES a nha iiiw ta ATi ae o TH Tora 


(D 函数 / 为 连续 ; 
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使 得 fLVICU; 
(O 对 XX 中 的 每 一 个 收 全 于 点 的 网 S (或 {5,, 2€ D}, A 


成 foSC{f(S,), nE DH WAT 16); 
(g) 对 X 的 每 一 个 子 集 4， 闭 包 的 像 为 像 的 闭 包 的 子 集 ， 即 
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JLA IcflAl: 

(h) 对 YY 的 每 一 个 子 集 B 有 六 [3]-C 广 TB- l. 

WH., (a) <— b); 这 是 下 列 事实 的 一 个 简单 推论 : DA BRAY 
逆 保 持 取 余 集 的 运算 , 即 对 Y 的 每 一 个 子 集 B 有 PLY ~ B] 一 
X ~ f"[B], 

(a)< 一 >(c): 若 1 为 连续 , 则 子 基 的 元 的 逆 为 开 集 ， 因 为 每 一 
个 子 基 的 元 均 为 开 集 .反之 , 因为 了 中 的 每 一 个 开 集 了 为 子 基 的 
元 的 有 限 交 的 并 , 故 TIV] 为 子 基 的 元 的 逆 的 有 限 交 的 并 ,因而 ， 
若 每 一 个 子 基 的 元 的 逆 为 开 集 , 则 每 一 个 开 集 的 逆 亦 为 开 集 . 

(a) 一 〈d): EIJER, rEeX, V 为 f(x) HBR WVA 
& ti) 的 一 个 开 邻 域 柬 并 且 六 [WW] 是 x 的 一 个 开 邻 域 ， 但 它 是 
fOLV) 的 子 集 , 故 人 [IV] 为 * 的 邻 域 . 

(a) > (e): 假设 Cd) 成 立 , 若 也 为 f(x) 的 邻 域 , 则 MIU] 为 
x 的 邻 域 并 且 使 得 ALP LUIICU. 

(e) 一 (Cf): 假设 O 成 立 , 命 3 为 X 中 收敛 于 点 “的 网 , 则 当 
UX f(s) 的 邻 域 时 有 * 的 邻 域 了 使 得 AVICU, 又 因 5 基本 上 在 
VAR fs 基本 上 在 口内 . | 

(O -> (g): 假设 (f) 成立, 又 设 4 为 X 的 子 集 ,s 为 4 的 闭 包 
的 点 , 则 有 4 中 的 网 S, BF SHE PSMA GS), KI! 
为 {4 本 中 的 点 ， 因 而 4-]cf 4 本. 

(g) > Ch): 假设 (Cs) 成 立 ; 若 4 三 站 [8]， 则 flavic 
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{LA]-CB-, & A-Cf LB], BI EBI CHIB]. 

(h) > (b): 假设 (h) 成 立 , 若 B 为 Y 的 闭 子 集 ,; 则 六 [8B]-C 
广 [B-] 一 站 [B]， 因 而 TUB] 亦 为 闭 集 .| 

还 有 一 种 连续 性 的 局 部 形式 , 它 是 有 用 的 了 3。 我 们 称 从 拓扑 空 
间 X 到 拓扑 空间 Y 的 函数 f 在 点 * 处 为 连续 当 且 仅 当 jx) 的 每 一 
个 邻 域 关于 fH r 的 邻 域 .容易 给 出 在 一 点 处 的 连续 性 的 形 
如 定理 3.1(e) 和 (f) 的 特征 .显然 1 为 连续 当 且 仅 当 它 在 它 的 定 
义 域 的 每 一 点 处 为 连续 . 

同 胚 或 拓扑 变换 指 的 是 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 上 的 连续 
的 一 对 一 映射 ,并 且 三 :也 要 求 连 续 ， 若 存在 从 一 个 空间 到 另 一 个 
空间 的 同 肛 ， 则 称 这 两 个 空间 是 同 胚 的 并 且 称 其 中 的 每 一 个 同 蚌 
于 另 一 个 。 易 见 从 拓扑 空间 到 它 自 己 上 的 恒 等 映 射 恒 为 同 有 是， 并 
HAASE MAAS ROR. 因而 , 拓扑 空间 的 全 体 
可 以 分 成 等 价 类 使 得 每 一 个 拓扑 空间 则 胚 于 它 的 等 价 类 的 每 一 个 
元 并 且 仅 同 胚 于 这 些 空间 .又 两 个 拓扑 空间 叫做 拓扑 等 价 当 且 仅 
当 它 们 为 同 胚 . 

两 个 离散 空间 X 和 Y 为 同 胚 当 且 仅 当 存 在 从 XX 到 Y 上 的 一 对 
.一 函数 ， 即 当 且 仅 当 X 和 YY 有 相同 的 基数 .这 是 因为 定义 在 离散 
空间 上 的 每 一 个 函数 皆 为 连续 ;而 与 值 域 空间 的 拓扑 无 关 。 同 样 ， 
两 个 平庸 空间 (整个 空间 和 开 集 为 仅 有 的 开 集 ) 为 同 胚 当 且 仅 当 在 
在 从 一 个 空间 到 另 一 个 空间 的 一 对 一 映射 。 这 是 因为 取 值 到 平庸 
空间 内 的 每 一 个 函数 皆 为 连续 , 而 与 定义 域 空间 的 拓扑 无 关 ， 一 
般 的 说 ,判断 两 个 拓扑 空间 是 否 同 胚 ,可 以 是 十 分 的 困难 . 带 有 通 
常 拓扑 的 实数 集 同 胚 于 带 有 相对 拓扑 的 开 区 间 (0, 1), 因为 容易 
证 明 在 (0, 1) 的 点 x 处 的 值 为 (2x 一 1)/x(zx 一 1) 的 函数 是 一 
AE. RH. CO. LIAR FC0O.1)U (1,2), AXE f 为 从 (0,1) 
3)(0,1) UCD EASE (RR. Bb EPR), MM 六![ (0,1)] 
为 (0,1) 的 既 开 又 闭 的 真子 集 , 而 (0,1) 为 连通 ， 这 个 简短 证 明 的 


D 老 了 定义 在 拓扑 空间 的 子 集 4 上 ， 则 在 于 包 人 -的 点 的 连续 性 也 可 以 定义 ( 见 问 
题 3.D); 并 且 也 有 几 个 有 用 的 命题 ， 
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完成 也 就 是 因为 空间 之 一 为 连通 , 另 一 为 非 连通 ,而 连通 空间 的 同 
胚 空间 也 为 连通 空间 ， 落 一 个 性 质 当 它 为 某 个 拓扑 空间 所 具有 时 
它 也 为 每 一 个 同 胚 的 空间 所 具有 , 则 它 就 叫做 拓扑 不 变量 .两 个 空 
fa) TS) CB EBA, 通常 就 依赖 于 找 出 一 个 拓扑 不 变量 , 它 为 其 中 之 
一 ， 而 不 为 其 中 之 另 一 所 具有 。 如果 一 个 性 质 直 接 由 空间 的 点 和 
其 拓扑 所 定义 , 那 未 它 就 自然 成 为 一 个 拓扑 不 变量 .。 除 连通 性 外 ， 
拓扑 具有 可 数 基 ， 每 一 点 的 邻 域 系 具有 可 数 基 ， 空 间 为 了 空间 
或 为 Hausdorff 空间 等 性 质 也 都 是 拓扑 不 变量 。 拓 扑 学 就 是 有 关 
拓扑 不 变量 的 研究 ?2。 


KR 空间 


— eG F235 AA KIL FRA — TMM ARE RE, Ah 
WBRABE, 因此 我 们 详细 地 来 考察 该 拓扑 的 性 质 。 ix My 
为 拓扑 空间 ,又 设 久 为 所 有 笛 卡 儿 乘 积 忆 X 王 的 族 ,其 中 心 为 入 中 
的 开 集 :了 为 Y 中 的 开 集 , 则 多 的 两 个 元 的 交 仍 为 SHAN 
(UXV)N(RXS)=(UNR)X(WNS). 因而 根据 定理 1.11 


B 是 XXXY 的 某 个 拓扑 的 基 ， 该 拓扑 就 吗 做 工 XY 的 乘积 拓扑 . 


X XY 的 子 集 克 关于 先 积 拓扑 为 开 集 当 且 仅 当 对 砂 的 每 一 个 元 
Cz, y) Ax 的 开 邻 域 和 ? 的 开 邻 域 了 使 得 U X VCW， 又 空 
间 X ALY 称 为 坐标 空间 ,将 X XY 的 点 (x，y) 分 别 对 应 于 x* 和 3》 
的 函数 Po 和 Pi 称 为 到 坐标 空间 内 的 射影 。 这 些 射 影 为 连续 函数 ， 
因为 若 忌 为 和 中 的 开 集 ， 则 总] 为 妃 xX Y, 从 而 它 也 是 开 集 . 
利用 射影 的 连续 性 ， 我 们 可 给 出 霓 积 拓扑 在 下 列 意义 下 的 刻 划 ，. 
BRT E XXY 的 拓扑 , 它 使 得 每 一 个 射影 为 连续 , 则 当 品 汶 X 


中 的 开 集 , 为 了 中 的 开 集 时 U XV 为 关于 的 开 集 ,因为 Ux 


V = Po![U] 人 个 PV]， 又 由 射影 的 连续 性 可 知 这 些 集 关于 .为 
开 集 ; 因 此 FT 大 于 乘积 拓扑 , 从 而 乘积 拓扑 为 使 得 到 坐标 空间 内 


1) 一 个 拓扑 学 者 力 是 一 位 不 知 汽车 轮胎 与 咖啡 杯 之 闻 的 差别 的 人 ， 


Niit 


的 射影 为 连续 的 最 小 拓扑 . 

没有 任何 困难 ， 我 们 就 可 以 把 乘积 拓扑 的 定义 推广 到 任意 有 
限 多 个 坐标 空间 的 笛 卡 儿 乘 积 。 若 Xo Xot es Xs 中 的 每 一 个 
为 拓扑 空间 , 则 Xo X Xi X …- X Xa 的 乘积 拓扑 的 一 个 基 为 所 
有 乘积 Ua X UX +++ Xx U ,—1 的 族 ， 其 中 每 一 个 U; A XxX; 中 的 开 
集 . 特别 , 若 每 一 个 X 为 带 有 通常 拓扑 的 实数 集 , WIRY 
n 维 欧 几 里 德 空间 En En 的 元 为 定义 在 集 0, 1,…,# 一 1 上 的 
实 值 函数 ,又 函数 * 在 整数 i 处 的 值 为 rl =i). 

现在 来 定义 任意 一 族 拓扑 空间 的 笛 卡 儿 乘积 的 乘积 拓扑 ， 假 
设 对 指标 集 4 的 每 一 个 元 < 给 定 一 个 集 KX 则 笛 卡 儿 乘积 X {X。: 
aE A} 定义 为 所 有 使 得 对 4 中 的 每 一 个 a 有 xE X, 的 4 上 的 函 
ox 的 集 , EX, 叫做 第 < 个 坐标 集 ,而 从 乘积 到 第 < 个 坐标 集 内 
的 射影 P, 定义 为 P(x) 一 x。， 又 假设 对 每 一 个 坐标 集 给 定 一 个 
拓扑 T.. 乘积 拓扑 的 引出 是 基于 使 每 一 个 射影 为 连续 这 一 考虑 
的 ?。 为 了 得 到 射影 的 连续 性 必须 且 只 须 每 一 个 形 如 Pz!1[U] 的 集 
i OF, HUY X WHER. 显然 所 有 这 种 形式 的 集 的 族 为 
" 某 个 拓扑 的 子 基 , 并 且 它 还 是 使 得 射影 为 连续 的 最 小 拓扑 ,该 拓 站 
就 叫做 冬 积 拓扑 .这 个 子 基 的 元 为 形 如 {x:x。€ U} OR KRU 
为 X。 中 的 开 集 ,直观 地 说 ,它们 是 坐标 空间 中 的 开 集 上 的 柱 ; 有 时 
也 称 子 基 的 元 由 通过 “限制 第 “ 个 坐标 在 第 s 个 坐标 空间 的 开 子 
集 内 ”而 得 到 的 集 所 组 成 。 乘 积 拓扑 的 一 个 基 为 该 子 基 的 所 有 元 
的 有 限 交 组 成 的 族 ,， 即 该 基 的 元 已 为 形 如 NN{Pi'[U,]:a€ F} 一 
U% X. PHAR OFF 中 的 每 一 个 a)， 应 该 强调 的 是 这 里 只 是 
ARZ. 一 般 的 说 ，X Lee A} 就 不 是 关于 乘积 拓扑 的 开 集 ， 
其 中 对 每 一 个 a, U, 为 Xe. 中 的 开 集 .又 乘积 空间 指 的 是 带 有 乘积 
拓扑 的 笛 卡 儿 乘 积 ， 

从 乘积 空间 到 坐标 空间 内 的 射影 还 有 另 一 个 很 有 用 的 性 质 . 


D 和 老 积 拓扑 的 这 种 描述 方法 属于 N. Bourbaki. 
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我 们 称 从 拓扑 空间 和 X 到 另 一 个 空间 Y 的 函数 f 为 开 映 射 当 且 仅 当 
每 一 个 开 集 的 像 仍 为 开 集 ， BUA U HX HAAR, WLU] 为 Y 中 
的 开 集 . 

2 定理 ， 从 乘积 空间 到 它 的 每 一 个 举 标 空间 内 的 射 依 为 开 肌 
射 . 

证 明 . 设 P. 为 从 X{Xs:a€ A} 到 XX 内 的 射影 WIRKTE P, 为 
开 上 映射, 只 须 证 乘积 中 的 点 * 的 邻 域 的 像 为 P(x) 的 邻 域 , 并 且 还 
可 以 假定 乘积 空间 中 的 邻 域 为 上 面 所 定义 的 乘积 拓扑 的 基 的 元 . 

假设 rE V = {y: 对 下 中 的 < 有 ye Uto HEP F EARRA 
限 子 集 并 且 对 下 中 的 每 一 个 a, U, 是 X, 中 的 开 集 . 我 们 构造 一 
个 X 的 “ 撕 贝 ,使 它 包含 点 x 如 下 : 对 yxeX， 命 1z)。 一 z， 又 
“Mas chii fe) = xr’ M] Pofl) =z. 若 cEF， 则 易 见 
1[ XJCV H PIV] =X. HAR. MBH ce F， 则 fcz) EV 4A 
仅 当 z€E U。 且 PLV] 一 7 也 为 开 集 。 定 理 获 证 . EXE, ÆW 
明 中 所 定义 的 函数 了 为 同 胚 这 个 事实 偶而 也 会 用 到 .)| 

我 们 可 能 猜想 乘积 空间 中 的 闭 集 的 射影 仍 为 闭 集 。 然而 , 容 
易 看 出 这 是 不 成 立 的 , 欧 几 里 德 平 画 中 的 集 Cay): xy = 1} Æ 
每 一 个 坐标 空间 内 的 射影 就 不 是 闭 集 . 

对 值 域 为 某 个 乘积 空间 的 子 集 的 函数 ， 连 续 性 有 一 个 极为 有 
用 的 刻 划 ， 

3 定理 . Panay aces eaten a E 4} 的 函数 f 
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ww. Ae Dik, 则 Pot EER, ,这 是 因为 为 连续 . 

若 对 每 一 个 a, Poof 为 连续 ， 则 对 X。 的 每 一 个 开 集 口 、 集 
(Po DTIU] = [PiU]] 为 开 集 , 由 此 可 见 上 面 所 定义 的 乘积 
拓扑 的 子 基 的 每 一 个 元 关于 /的 逆 为 开 集 ， 因 此 根据 定理 3.1(c) 
f 为 连续 . | 
乘积 空间 中 的 收敛 ， 利 用 射影 也 能 够 得 到 一 种 很 简单 的 描 
术 

4 定理 .乘积 空间 中 的 网 $ 收敛 于 点 * 当 且 仅 当 它 在 每 一 个 
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证 明 。 因为 在 每 一 个 坐标 空间 内 的 射影 为 连续 ， 故 若 Sao’ 
nE D) 为 笛 卡 儿 乘积 XiX。:a€ A) 中 收敛 于 点 :的 网 则 网 
{P.(S,),2€D} 必定 收敛 于 PCs). 

DERE. ik (S,.2¢€D} 为 这 样 的 网 ， 它 使 得 对 4 中 的 每 
一 个 a，{P,(S,)，、n€ D) WRF sas 则 对 5. 的 每 一 个 开 邻 域 U, 
{P.(S,), nE D) 基本 上 在 U, 内 ， 从 而 {Sn nE D) BALE 
Pi'[U,。] 内 ,于 是 {5,， nE D) 必定 基本 上 在 每 一 个 形 如 PUNR 
集 的 有 限 交 内 ， 但 所 有 如 此 的 有 限 交 的 族 关 于 乘积 拓扑 为 * 的 邻 
域 系 的 一 个 基 , 故 {5,, nE DI KAF s. | 

我 们 把 关于 乘积 拓扑 的 收敛 叫做 坐标 收 伍 或 点 式 收 敛 . 后 一 
种 说 法 ,在 所 有 坐标 空间 都 相同 的 情况 下 用 得 更 多 .对 于 这 种 重要 
的 特殊 情形 , 笛 卡 儿 乘 积 X {X。 a E 4} 就 简单 的 成 为 所 有 从 4 到 
X 的 函数 的 集 , 通常 把 它 记 作 X. XX RN {F nEeD} K 
F AACS NMA FMA 4 ABT a, 网 {FF,(a)， 
n€D} 收 敛 于 f(a)， 这 个 事实 表明 我 们 采用 点 式 收 全 的 术语 似乎 
是 有 理由 的 ， 在 这 种 情况 下 ,乘积 拓扑 也 叫做 简单 拓扑 . 

我 们 自然 要 问 拓 扑 空 间 的 乘积 是 否 能 够 遗传 它 的 坐标 空间 所 
具有 的 性 质 ， 例 如 ,可 以 问 在 每 一 个 坐标 空间 为 Hausdorff 空间 或 
满足 第 一 或 第 二 可 数 性 公理 的 情况 下 ， 乘 积 空间 是 否 也 具有 这 些 
性 质 。 下 面 的 一 些 定理 将 要 回答 这 些 问 题 . 

5 定理 ，Hausdorff 空间 的 乘积 仍 为 Hausdorff 空间 . 

证 明 . 若 x 和 ?为 X{X,: ac 4} 的 不 同 的 点 ， 则 对 4 中 的 
茶 个 a 有 rÆ yo 故 当 每 一 个 坐标 空间 为 Hausdorff 空间 时 存在 
xa 和 ys 的 互 不 相交 的 开 邻 域 忆 和 了 ，, 因而 PLUM POLY) Be 
FAH x AY 的 互 不 相交 的 邻 域 .| 

回顾 一 下 ， 平 庸 拓扑 空间 指 的 是 空 集 和 整个 空间 为 仅 有 的 开 
集 的 空间 . 
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证 明 。 假设 了 3 为 4 的 可 数 子 集 并 且 当 a 属 于 4~ 互 时 X。 为 
平庸 空间 ,又 设 * 为 乘积 空间 中 的 一 个 点 .。 对 4 中 的 每 一 个 a, 选 
择 x, 在 Xa 中 的 邻 域 系 的 一 个 可 数 基 vv ,显然 当 。 属于 4 一 下 时 
Pla 一 {Xo。 再 若 砌 所 有 形 如 疡 !D] 的 集 的 有 限 交 组 成 的 族 , 其 
中 aE A, UE Ua 则 它 为 可 数 集 ， 这 是 因为 当 ac 4 ~ B 时 ， 
PLU] = X{X,: bE A}; 又 这 些 有 限 交 的 族 为 二 的 邻 域 系 的 一 
个 基 , 因 而 乘积 空间 满足 第 一 可 数 性 公理 . 

SERE. 假设 B 为 4 的 不 可 数 子 集 并 且 使 得 对 B 中 的 每 一 
个 4 存在 x 在 X, 中 的 一 个 邻 域 , 它 为 X, 的 真子 集 ， 又 设 存在 x 
的 邻 域 系 的 一 个 可 数 基 Oe. 因为 Ww 的 每 一 个 元 U 包 含 上 面 所 
定义 的 乘积 拓扑 的 基 的 一 个 元 ， 故 除 有 限 多 个 4 中 的 元 4 外 
PLU] = Xa 又 B 为 不 可 数 集 , 因 而 有 B 的 一 个 元 4 使 得 对 QB 中 
的 每 一 个 UU 有 PLU] = X 但 存在 x 的 开 邻 域 V, 它 为 Xs 的 真 
子 集 , 从 而 易 见 没有 WHEN PIV] 的 子 集 ,因为 的 每 一 
个 元 都 射影 到 整个 X。 上 ,于 是 矛盾 .| 

此 外 ， 坐 标 空间 也 可 以 遗传 乘积 空间 的 某 些 人 性质， 若 乘积 空 
则 为 Hausdorff 空间 , 则 每 一 个 坐标 空间 亦 为 Hausdorff 空间 , 又 
若 乘积 空间 在 每 一 点 处 有 可 数 局 部 基 , 则 每 一 个 坐标 空间 也 如 此 . 
这 些 命题 都 很 容易 得 到 ,因此 我 们 略 去 它 的 证 明 . 

7 注 记 .Tychonoff 在 两 篇 经 典 论 文 (Tychonoff[1] 和 [21) 
中 定义 了 乘积 拓扑 并 且 证 明了 它 的 最 重要 的 性 质 。 他 的 结果 现在 
是 一 般 拓扑 中 的 标准 工具 (参看 第 五 章 ). 在 Tychonoff 的 工作 
之 前 关于 点 式 收 全 拓扑 的 函数 序列 的 收敛 已 经 有 许多 研究 .但 在 
这 些 工作 中 出 现 很 多 困难 , 因为 拓扑 不 能 完全 由 序列 收敛 来 描述 ， 
至 少 对 于 最 有 趣 的 情形 是 如 此 ( 见 问题 3.W)。 
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首先 我 们 简要 地 回顾 一 下 31 导出 乘积 拓扑 定义 的 方法 ， 若 f 
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是 定义 在 集 双 上 并 且 取 值 于 拓扑 空间 Y 内 的 函数 ， 则 我 们 恒 可 指 
- 定 X 的 拓扑 使 得 f 为 连续 .显然 ,离散 拓扑 就 具有 该 性 质 ,然而 它 
并 不 有 趣 。 一 个 更 为 有 趣 的 拓扑 是 所 有 形 如 MIU] 的 集 组 成 的 
KT, 其 中 U 是 Y 中 的 开 集 , 它 之 所 以 显然 为 一 个 拓扑 是 因为 函 
数 的 逆 保 持 并 的 运算 ， 易 见 使 得 f 为 连续 的 每 一 个 拓扑 都 包含 
T, AT 是 使 得 f 为 连续 的 最 小 拓扑 。 车 给 定 的 是 一 族 函 数 ， 
即 对 指标 集 4 的 每 一 个 元 。 都 确定 了 一 个 函数 6。， 则 子 基 为 所 有 
Ein a LU] 的 集 的 族 的 拓扑 恰好 就 具有 相同 的 性 质 其 中 < 属 
于 4,U 为 所 的 值 域 中 的 开 集 ， 这 也 就 是 我 们 定义 乘积 拓扑 所 用 
的 方法 . 

本 节 的 目的 是 研究 反 过 来 的 情形 。 设 f 是 定义 在 拓扑 空间 X 
上 并 且 取 值 于 集 Y 上 的 函数 , 问 Y 是 否 可 拓扑 化 而 使 得 /为 连续 ? 
HY 的 子 集 U 关 于 使 得 f 为 连续 的 一 个 拓扑 为 开 集 , 则 LU 为 
x 中 的 开 集 。 另 一 方面 ,所 有 使 得 LU] 为 X 中 的 开 集 的 Y 的 子 
集 忌 组 成 的 族 OC 是 Y 的 一 个 拓扑 , 因为 该 族 的 元 的 交 (或 并 ) 的 
O EARRA). 因此， 拓扑 av 是 使 得 f 为 连续 的 Y 的 最 大 
拓扑 : 它 叫 做 的 商 拓扑 (关于 f 和 XX 的 拓扑 的 商 拓扑 )。Y 的 子 
集 互 关于 商 拓扑 为 开 集 当 且 仅 当 三 [Y ~ B] = X ~ 站 [B] 为 X 
中 的 开 集 ,因此 5 为 闭 集 当 且 仅 当 FB) 为 闭 集 . 

当 f 没有 另外 一 - 些 严格 限制 时 ， 关 于 商 拓扑 我 们 还 很 难说 些 
什么 。 因 此 我 们 将 只 考虑 上 属于 以 下 所 给 出 的 两 个 “对 偶 ” 的 类 之 
一 中 的 函数 。 回 顾 一 下 ， 定 义 在 一 个 拓扑 空间 上 并 且 取 值 于 另 一 
个 拓扑 空 间 内 的 函数 1 叫做 开 的 当 且 仅 当 每 一 个 开 集 的 像 仍 为 开 
集 。 又 我 们 称 函 数 f 为 闭 的 当 且 仅 当 每 一 个 闭 集 的 像 仍 为 闭 集 . 
上 一 池 我 们 已 经 知道 从 欧 几 里 德 平面 到 它 的 第 一 个 坐标 空间 上 的 
HE PC, y) = * 为 开 而 非 闭 的 映射 ， 现 在 再 给 出 它 的 这 样 的 子 
空间 的 例子 , 它 使 得 P 在 其 上 为 闭 而 非 开 , 以 及 为 既 非 开 又 非 闭 . 
FBX = {(x, y): * 一 0 或 y = 0}, 即 它 由 两 个 轴 所 组 成 ， 
将 它 投射 到 实 轴 上 , 亦 即 令 Ple, y) 一 x, 这 时 (0, 1) 的 小 邻 域 的 
像 为 唯一 的 点 0, 因此 P 不 是 定义 在 X* 上 的 开 上 映射 ,但 容易 证 明 它 
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BAW. BAH (0, 0), MBE X ~ 4(0, 0)}， 则 P 在 该 子 空间 
上 为 既 非 开 又 非 闭 ( 闭 集 {s y): y 一 0 HE x * 0} RRA 
是 闭 集 ). 

从 开 或 闭 映射 的 定义 我 们 容易 看 出 它 是 依赖 于 值 域 空间 的 折 
扑 、 然 而 , 当 f 为 连续 的 开 或 闭 映 射 时 , 值 域 的 拓扑 就 由 映射 f 和 
定义 域 的 拓扑 所 完全 确定 . 

8 定理 . 生生 (x, TFT) 到 拓扑 空间 CY, K) 


证 明 . Æ f SFB B UAY 的 子 集 使 得 广 [U] 为 开 集 ， 
WU = ff (UI 为 关于 的 开 集 ,因此 , 当 {为 开 上 映射 时 每 一 
个 关于 商 拓扑 的 开 集 也 是 关于 Y OAR: 即 商 拓扑 小 于 人 . 者 

f 为 连续 的 开 上 映射 , 则 又 因 商 拓扑 为 使 得 f 为 连续 的 最 大 拓扑 , 故 
@¢ 即 为 商 拓 # 扑 . | 

对 闭 映 射 来 证 明 本 定理 时 ， 只 人 须 把 上 面 叙述 中 的 每 一 处 以 
“TA RARE” .| 

我 们 知道 若 了 是 从 某 个 拓扑 空间 到 乘积 空间 的 函数 ， 则 f 为 
连续 当 且 仅 当 f 与 每 一 个 射影 的 合成 为 连续 .对 于 商 空间 也 有 一 
个 与 此 相似 的 命题 . 

9 定理 . 设 f 是 从 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 上 映射， 又 设 Y 带 
ARAR. 则 从 Y 到 空间 Z 的 映射 8 为 连续 当 且 仅 当 合成 ge 为 
连续 . 

证 明 。 藻 已 为 Z 中 的 开 集 并 且 gof 为 连续 , 则 (eof) [U] = 
广 [s-[]] 为 和 中 的 开 集 , 故 由 商 拓扑 的 定义 便 知 ge LIC] 为 Y 
中 的 开 集 . 

HEA. | | 

商 拓扑 和 开 或 闭 映射 的 性 质 与 值 域 空 间 的 关系 很 小 ， 这 几乎 
是 明显 的 . 事实 上 ， 若 了 是 从 拓扑 空间 和 到 带 有 商 拓扑 的 空间 Y 
上 的 连续 映射 , 则 从 X, 它 的 拓扑 和 所 有 形 如 fly ly e Y) 的 集 
组 成 的 族 可 复制 出 Y 的 一 个 拓扑 的 “拷贝 "- 具体 作法 如 下 : 设 
D 为 折 有 形 如 Ply] E Y 入 的 X 的 子 集 组 成 的 族 , 又 设 PAM 
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X 到 多 的 函数 , 它 在 * 处 的 值 为 P'lie)), BAY 的 每 一 个 y， 
命 LO) =f), We 是 从 Y 到 多 上 的 一 对 一 映射 并 且 gof 一 
P, f= goP, G&D 指定 了 商 拓 扑 (关于?)， 则 由 定理 3.9 可 知 
E 为 连续 (因为 gof = P) 并 且 8 也 为 连续 (因为 gP = 乃 ， 因 
im 8 为 一 个 同 胚 . 

上 面 的 注释 表明 从 本 质 上 看 值 域 空间 在 讨论 中 是 不 起 什么 作 
用 的 ， 本 节 剩 下 所 要 给 出 的 定理 也 正 是 为 了 进一步 显示 出 这 个 事 
实 。 作 为 准备 ， 我 们 先 简 要 的 讨论 一 下 一 个 确定 的 集 X 的 于 集 族 - 
的 一 个 性 质 。 所谓 X 的 分 解 ( 分 划 ) 是 指 X 的 这 样 的 互 不 相交 的 子 
RE Z, 它 使 得 它 的 并 集 为 X。 又 从 X 到 分 解 玫 上 的 射影 ( 商 映 
S) 是 指 在 * 处 的 值 为 使 得 * 属于 它 的 红 的 唯一 的 元 的 函数 P。 
这 时 存在 描述 分 解 的 一 种 等 价 方法 .给 定 狗 , 定义 世上 的 一 个 关 
A: 所 与 点 》 满 足 R 关 系 当 且 仅 当 * 和 7 属于 分 解 的 同一 
元 。 即 定义 分 解 多 的 关系 尺 为 由 使 得 x MY 属于 多 的 同一 个 元 
的 一 切 《x, y) 所 组 成 的 Xx XX 的 子 集 , 亦 即 有 R= UI{D XD: 
DED}. BPAVXHD LOH R—{Cx, y); PC) = 
P(y)}。 显 然 关 系 有 为 等 价 关 系 , 即 它 为 反 身 ,对 称 并 且 传 递 ( 见 预 
备 知 识 ). 反 之 ,每 一 个 X 上 的 等 价 关 系 也 定义 了 一 个 子 集 ( 等 价 类 ) 
族 , 使 得 它 是 和 的 分 解 ， 若 R 为 X 上 的 等 价 关 系 , 则 有 下/ 民 定 义 为 ， 
所 有 等 价 类 的 族 . 又 若 4 为 X 的 子 集 , 则 R[A4] 为 所 有 与 4 的 点 满 
是 RR 关系 的 点 组 成 的 集 , 即 RI4] = {y: 对 4 中 的 某 个 * 有 (x， 
y) E€ R}, 等 价 地 有 RIA] = U{D: De X/R H DNA 为 非 空 }. 
当 x 为 X 的 点 时 我 们 简 记 R[{x}] 为 R[x], B R[x] 为 x 属于 
它 的 等 价 类 ,并 且 若 已 为 从 和 到 分 解 上 的 射影 , 则 P(x) = Rix]. 

在 以 下 的 讨论 中 :我们 假定 和 为 确定 的 拓扑 空间 , R 为 X 上 的 
等 价 关系 并 且 P 为 从 XX 到 所 有 等 价 类 的 族 X/R 上 的 射影 。 而 商 
空间 就 指 的 是 带 有 商 拓扑 (关于 P) 的 族 X/R. 若 .erCX/R， 则 
P`] = U{4: 46 .of ， 因 而 .ez 为 关于 商 拓扑 的 开 ( 闭 ) 集 
当 且 仅 当 U {4: 46 ey) 为 和 中 的 开 ( 闭 ) 集 ， 

10 定理 . iz P AMET EIN x SIREN X/R 上 的 射影 ， 则 
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下 列 命 题 等 价 : 

(a) P 为 开 上 映射 ; 

(b) 若 4 为 X 的 开 子 集 ， 则 RIAI AFR: 

(ec) 若 4 为 X 的 闭 于 集 , 则 所 有 为 4 的 地 集 的 X/R 的 元 的 并 
AMIR. 

等 价 . 

证 明 ， 先 证 (a) 等 价 于 (b). 

先 注 意 对 每 一 个 X 的 子 集 4, 集 RIA] = PPLA]. 若 P 
为 开 上 映射 并 且 4 为 开 集 , 则 因 P 为 连续 , 故 P![P[ A]] 为 开 集 . 反 
之 , 若 对 每 一 个 开 集 4, POPILA 为 开 集 , 则 因由 次 拓扑 的 定义 
可 知 PLA) AFR i P 为 开 上 映射 . 

再 证 Cb) 等 价 于 (0). 

注意 所 有 为 4 的 子 集 的 X/R 的 元 的 并 为 X ~ RIX ~ A}, 
而 该 集 对 每 一 个 闭 集 4 为 闭 集 当 且 仅 当 对 于 开 集 和 ~ 4， 集 
R[X ~ A] 是 开 集 .。 | 

又 对 偶 命题 的 证 明 , 只 须 自 始 至 终 将 “ 开 ” 和 “ 闭 "加 以 互 换 ，| 

XH Hausdorff 空间 ,或 满足 可 数 性 公理 之 一 , 则 我 们 自然 
要 问 商 空间 X/R 是 否 也 必定 遗传 这 些 性 质 ， 然 而 除 带 有 一 些 严 
格 限 制 的 情形 外 ,回答 是 否定 的 .例如 , 若 X 为 带 有 通常 拓扑 的 实 
数 集 , RR 为 所 有 使 得 x 一 y 为 有 理 数 的 (*,y) 组 成 的 集 , 则 商 空 间 
为 平 唐 空间 并 且 从 XX 到 X/R 上 的 射影 P 为 开 上 映射 .因此 开 上 映射 可 
以 变 Hausdorff 空间 为 非 Hausdorff ZA]. 至 于 变 Hausdorff 2 
WFE Hausdorff 空间 ， 或 变 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 为 不 满 
足 该 公理 的 空间 的 闭 映射 的 例子 只 是 稍微 更 复杂 些 , 但 并 不 困难 ， 
(问题 3. R, 间 题 4. G.) 

有 一 个 另外 的 假设 条 件 ， 它 有 时 也 会 用 到 ， 这 就 是 假定 序 偶 
的 集 R 为 乘积 空间 和 Xx X 中 的 闭 集 。 这 个 条 件 还 可 以 再 叙述 成 : 
mx 和 3 为 XX 的 元 , 它 不 满足 RR 关系; 则 有 (x.y) 在 乘积 空间 和 XXX 
X 中 的 邻 域 到 , 它 与 互 不 相交 .但 如 此 的 邻 域 下 必 包 含 形 如 
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U x 的 邻 域 ,其 中 上 和 TV 分 别 为 x* 和 3 ABR. MUXVERE 
不 相交 当 且 仅 当 没有 U 中 的 点 与 VV 中 的 点 满足 R 关 系 。 因 此 ,R 
为 X X 了 中 的 闭 集 当 且 仅 当 车 x MY 为 了 中 不 满足 R 关 系 的 点 ， 
则 分 别 有 * 和 ? 的 邻 域 U 和 五 使 得 没有 如 中 的 点 与 VV 中 的 点 满足 
R 关 系 。 显 然 这 了 又 等 价 于 没有 XX/R 的 元 与 和 Vy 相交 ， 

ll 定理 ， 在 商 空间 X/R 为 Hausdorff 23/8] » Wl] R FEAR AS 
In] X XX 中 的 闭 集 ， 

若 从 空间 X 到 商 空间 X/R 上 的 Re P FPR FF RAX 
x X 中 的 闭 集 ， 则 X/R 为 Hausdorff 空间 . 

WELW. Æ X/RX% Hausdorff 空间 并 且 《x,y) 拟 R, 则 P(x) £ 
Ply) FHA Ple) 和 PCO) ERAZEM. APO) 
和 PIV] 为 开 集 ， 又 因 从 它 关 于 P 的 像 互 不 相交 可 推出 没有 
PLU) 的 点 与 POV] WAR REA. ik PLUI Xx P LV) 为 
与 R 互 不 相交 的 (x, y) 的 邻 瑾 ， BU R 为 闭 集 ， 

今 设 了 为 开 上 映射 , RAX X X HAAR. Vik P) POY) 为 
X/R 的 两 个 不 同 的 元 , Ws MY 不 满足 R 关 系 。 因 RR 为 闭 集 , W 
有 x 和 > 的 开 邻 域 U 和 使 得 没有 U 中 的 点 与 V 中 的 点 满足 R 关 
Ro Am UMYV 的 像 互 不 相交 ， 再 从 乙 为 开 喘 射 即 可 推出 它 又 是 
P(x) 和 P(y) WFP BRK. | | 

” 闭 映 射 在 另外 一 种 不 同 的 名 称 下 也 已 经 被 广泛 地 研究 。 我们 
MIREN X DREZ 为 上 半 连 续 当 且 仅 当 对 多 中 的 每 一 个 D 
和 每 一 个 包含 DD 的 开 和 集 品 有 开 集 V 使 得 DCVCU HAVE Z 
的 元 的 并 . 《上 半 连 续 概 念 的 来 产 见 | 问题 3. F.) 

12 定理 . USA XG 多 为 上 半 连 续 当 且 仅 当 从 X 到 
D 上 的 射影 了 为 闭 映射 。 

证 明 。 根 据 定理 3.10, P 为 闭 映 射 当 且 仅 当 对 X 的 每 一 个 开 
FTEU, 所 有 为 口 的 子 集 的 多 的 元 的 并 了 为 开 集 。 因 此 , 若 卫 为 
闭 映射 , De 多, 多 入 包含 忆 的 开 集 ， WV BOA Br ABATE idk D 
AE EER. 

SER. 假设 DALKER.UAXWATER,VAMA 
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为 UU 的 子 集 的 多 的 元 的 并 ,车 x*EV, 则 xE DCUHD hoe 
个 了 成立, 改 由 上 半 连 续 性 有 开 集 矿 ， 它 是 多 的 元 的 并 ,并 且 使 
得 DCWCU， 于 是 矿 为 V 的 子 集 ， 从 而 为 * 的 一 个 邻 域 ,这 
表明 了 是 开 集 ,因为 它 是 它 自己 的 每 一 点 的 邻 域 ,再 由 定理 3.10 便 
知 P 为 闭 映射 ，| | | 

设 4 和 B 为 X 的 互 不 相交 闭 子 集 , ELUDE Z AA, B 
和 所 有 集 {x}， 其 中 x ETF X~ (4UB) 时 .这 个 分 解 的 商 空间 
有 时 叫做 “和 登 合 4 的 所 有 点 并 且 登 合 下 的 所 有 点 而 得 的 空间 。， A 
易 验 证 Dy EKER HAY XY Hausdorff 空间 时 关系 R 一 
U{D x D:DE D} AX XX 中 的 闭 集 ， 我 们 自然 猜想 具有 这 种 
简单 构造 的 商 空间 可 能 遗传 空间 X 的 有 趣 性 质 。 不 幸 ， 就 在 这 种 
情况 下 , X 可 以 是 Hausdorff 或 满足 第 一 或 第 二 可 数 性 公理 的 空 
闻 ,而 相应 的 性 质 对 商 空间 却 不 成 立 . 

13 $W. 上 半 连 续 族 的 概念 是 R. L. Moore 在 二 十 年 代 末 
期 引进 的 ; 而 稍 后 首先 由 Aronszajn 对 开 映 射 进行 了 充分 的 研究 
(Aronszajn {21). 又 本 节 的 许多 结果 均 可 在 Whyburn [2] 中 找 
到 . | 


问 题 


A 连通 空间 “、 
连通 空间 关于 连续 上 映射 的 像 仍 为 连通 空间 . 


B 关于 连续 性 的 定理 

没 4 和 8 为 拓扑 空间 X 的 于 集 , 它 使 得 * 二 4UB 并 且 4 一 8 和 8~4 
分 离 。 若 f 为 XxX 上 的 函数 , 它 在 4 上 为 连续 并 且 也 在 BLAER Wl EX 
上 为 连续 。( 见 定理 1.19.) | | 


c ”关于 连续 函数 的 习题 
若 f 和 2 为 定义 在 拓扑 空间 X 上 并 且 取 值 于 Hausdorff 空间 Y 内 的 连 
续 函数 , Mx HAAR Kx) = g(x》 的 点 * 的 集 为 闭 集 。 因此, 若 1 和 2 
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在 xX 的 一 个 稠密 子 集 上 相同 (对 属于 X 的 一 个 稠密 于 集 的 x 有 /1(*)=g(*))， 
则 f= eg, 


D 在 一 点 处 的 连续 性 ;连续 扩张 

设 j 定义 在 拓扑 空间 X TEX 上 并 且 取 值 于 Hausdorff 空间 Y 内 ; 
则 # 在 x 处 为 连续 当 且 仅 当 * 属 于 X。 的 闭 包 并 且 对 值 域 的 基 个 元 y, 它 的 
每 一 个 邻 域 的 逆 为 X 与 * 的 一 个 邻 域 的 交 . 

(a) BAR 在 * 处 为 连续 当 且 仅 当 若 s TAKAT = 的 网 ， 则 jcs 和 
foT AF Y 的 同一 个 点 . 

(b) 设 c 为 使 1 在 该 点 处 为 连续 的 点 的 集 , VES 为 Cc 上 的 函数 , 它 在 
点 * 处 的 值 为 在 一 点 处 的 连续 性 的 定义 中 所 给 出 的 值 域 空间 Y 的 元 y (更 精 
确 的 说 , f 的 图 形 为 C x Y 与 1 的 图 形 的 闭 包 的 交 )。 BM ASHER: 车 
为 x 的 开 集 ,; 则 PU] CU). 又 函数 1 为 连续 只 要 Y 具 有 性 质 ，Y 的 
”每 一 点 的 所 有 闭 邻 域 的 族 是 该 点 的 邻 域 系 的 基 。 (如 此 的 拓扑 空间 称 为 正则 
空间 。 此 处 关于 Y 为 正则 的 要 求 是 实质 的 ,这 正如 Bourbaki 和 Dieudonné! 
所 指明 的 那样 . ) 


E ”关于 实 值 连续 函数 的 习题 

设 1 Me 为 拓扑 空间 上 的 实 值 函 数 、 并 且 关 于 实数 的 通常 拓扑 为 过 续 ， 
Mik “为 确定 的 实数 ， | 

(a) 在 上 处 的 值 为 af(x) 的 函数 af 为 连续 ，( 证 明 变 实数 + 为 ar 的 函数 
为 连续 , 并 且 利 用 连续 函数 的 合成 仍 为 连续 函数 的 事实 .) 

(b) 在 = 处 的 值 为 |1Kz)| 的 函数 | 放 为 连续 . 

(c) 若 F(x) = (Kxz)，g(z))， 则 开关 于 欧 几 里 德 平面 的 通常 拓扑 为 连 
续 ，( 检 验 PoF 是 连续 的 ,这 里 P 是 到 某 个 坐标 空间 内 的 射影 .》 

(d) 函数 F+ e, 1 一。 和 /8 为 连续 并 且 若 & 恒 不 为 零 , 则 Je 亦 为 
连续 ，( 首 先 证 明 + ,一 和 e 为 从 欧 凡 里 德 平面 到 实数 内 的 连续 函数 。 (也 见 - 
问题 3.S.)) 

(e) bray max[ jg ] 一 (|/ + 8| 十 |f—el)/2 和 minÍ f, g] = (| 十 
el 一 |1 一 8|1)/2 为 连续 。 


F “上 半 连 续 函数 
拓扑 空间 Xx 上 的 实 值 函 数 / 称 为 上 半 连 续 当 且 仅 当 集 {x: Ke)>a} 对 
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每 一 个 实数 * 为 闭 集 . 又 实数 集 R 的 上 拓扑 Y 指 的 是 由 空 集 , R 和 所 有 形 
”如 {1: :<a) 的 集 所 组 成 的 拓扑 ;此 处 *ER。 若 {5,， 7E D} 为 实数 的 网 , 则 定 
XM lim sup{S,- ne D} A lim {sup {Sint me€ED 县 mèn}: nE D}, 其 中 ik 
限 是 对 实数 的 通常 拓扑 来 取 的 ， 

(a) 实数 的 网 {Ssn E D} 关于 2 收敛 于 < 当 且 仅 当 lim sup{S,; 2 € D} 
<s, | 

(b) 车 /为 X 上 的 实 值 函 数 , 则 7 为 上 半 连 续 当 且 仅 当 f 关于 上 拓扑 为 
连续 ,又 当 且 仅 当 lim sup{1(xn); z6 D}<f(x)， 只 要 {tns 2 ED} HX Hill 
ATA 的 网 . 

(c) 车 1 和 g 为 上 半 连 续 并 且 : 为 非 负 实数 , 则 f+g 和 六 为 上 半 连 续 . 

(OH F 为 一 族 上 半 连 续 的 函数 并 且 使 得 xz) = inf{1(x): FEF} 对 X 
中 的 每 一 个 x 存在 , 则 i 为 上 半 连 续 ，( 注 意 {x: (x) Be} = Ne 1(*)>> 
a}: 1€F}.) 

(c) #1 为 X 上 的 有 界 实 值 函数 , 则 有 最 小 的 上 灶 连 续 函 数 广 使 得 广 > 
a, ÆI AA BRA HH Sv = sup{f(y): ye Vv}, W 让 (x) = lim{S,, 
VEY, G}. | 

(f) 实 值 函数 称 为 下 半 连 续 当 且 仅 当 一 e 为 上 半 连 续 . 车 1 为 有 界 实 
值 函数 , 命 t- = 一 (一 1)-， 又 定义 的 振幅 Oy 为 O) = (x) — LC) 
(xEX)， 则 8 为 上 半 连 续 并 且 1 为 连续 当 且 仅 当 对 x 中 的 一 切 * 有 
Q(x) = 0. 

(g) 设 / 为 上 的 非 负 实 值 函数 ,又 设 R 带 有 通常 折 扑 ，G = {(x, 2): 
0<t<1(x)} PAX x 了 R 的 相对 乘积 拓扑 、 命 多 是 由 Gc 的 所 有 “垂直 条 ”组 成 
的 分 解 , 所 谓 “ 垂 直 条 ”是 指 形 如 《〈{z} x R) ncG OM, HOO LE, 
则 也 为 上 半 连 续 。( 其 逆 亦 真 ,但 最 简单 的 证 明 需 要 定理 5.12.) 


G “关于 拓扑 等 价 的 习题 

(a) 任何 两 个 带 有 实数 的 通常 拓扑 的 相对 拓扑 的 开 区 间 为 同 胚 。 

0) 任何 两 个 闭 区 间 为 同 胚 , 并 上 且 任 何 两 个 半 开 区 间 为 同 胚 

(c) 没有 开 区 间 同 胚 于 闭 区 间或 半 开 区 间 , 也 没有 闭 区 闻 同 胚 于 半 开 区 
间 . 

(4) 欧 几 里 德 平面 的 子 空间 (C2, y): +y = 1} 不 同 胚 于 实数 空 
间 的 子 空间 ，- 

(上 述 的 菜 些 空 间 有 一 个 或 多 个 点 * 使 得 {x} 的 余 集 为 连通 .) 
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H 辣 胚 与 一 对 一 的 连续 映射 

给 定 两 个 拓扑 空间 X 和 YY, 一 个 从 Y 到 Xx 上 的 一 对 一 连续 映射 和 一 个 从 
X 到 Y 上 的 一 对 一 连续 映射 ， 这 时 X 和 了 还 未 必 为 同 胚 . 〈 设 空间 和 由 可 数 
多 个 互 不 相交 的 半 开 区 间 和 可 数 多 个 孤立 点 (点 * 使 得 {z] 为 开 集 ) 所 组 成 ， 
又 设 Y 由 可 数 多 个 开 区 | 间 和 可 数 多 个 孤立 点 所 组 成 。 再 注意 可 数 多 个 半 开 
区 间 可 以 通过 一 对 一 连续 的 方法 映 到 某 个 开 区 间 上 。 我 相信 这 个 例子 是 属 
于 R. H，Fox 的 .) 


1 ,关于 两 个 变量 的 每 一 个 的 连续 性 

设 x 和 了 为 拓扑 空间 , X x Y 为 乘积 空间 ， 又 设 1 为 从 X x Y 到 另 一 个 
拓扑 空间 的 函数 ， 则 x, y) 关于 * 连续 当 且 仅 当 对 每 一 个 ?函数 1( y) 
CEE * 处 的 值 为 {(*，y)) 为 连续 。 相似 地 ，1(*，y) 关于 ， 连续 当 且 仅 
当 对 每 一 个 =*EX) 函 数 1, ) (1(*,)(y) =e.) BER. BERR 
空间 上 为 连续 , 则 j 关于 * 并 且 关于 ， 连续, 但 其 逆 不 真 。 (经 典 的 例子 为 定 
义 在 欧 几 里 德 平面 上 的 实 值 函 数 :f(x,y) = 29/(s*+ FFB. 1(0,0) 一 0.) 


J 关于 2 维 欧 几 里 德 空间 的 习题 

n 维 欧 几 里 德 空间 Es 的 子 集 4 称 为 凸 集 当 且 仅 当 对 4 的 每 一 对 点 > 和 
了 和 每 一 个 满足 "0 和 上 SIMMER, Met Cl 一 人 Dy 均 为 4 的 元 . (RA 
EX: Ce 十 《1 ty) = ee + C1 tyi) 这 时 5s 的 任意 两 个 开 凸 子 集 - 
MARE. MFR on? 


K TRASH ARMAS 
RX ALY AISA, X XY 为 乘积 空间 ， 又 对 每 一 个 集 C, 命 C， 为 C 
的 边界 , 则 当 4 和 B 分别 为 Xx 和 Y 的 子 集 时 有 
a (a) (AXB)- = 4- x B-; 
(b) (4x B)® = A£ RB’; 
(c) (4 x B} = (A X B)-~CAXB)? = ((4°U 4°) x (BPUB))~(4°X 
B°) = (A x Bb) U (4? x B°) UC A? x BY) = (4° x B-) U (ATX BP), | 


L 关于 莱 积 空间 的 习题 
假设 对 指标 集 4 的 每 一 个 元 aX 为 拓扑 空间 。 又 设 B 和 Cc 为 4 的 互 不 
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相交 子 集 并 且 使 得 4 = 8UC, 则 乘积 空间 X{Xs: FEB} X X{Xe: cE C} 同 
胚 于 乘积 空间 x{X.: acA}. 同时 对 每 一 个 确定 的 拓扑 空间 X， 乘 积 X“ 同 
ET xxx 并 且 (x3) PRT XS, 此 时 ， 所 有 这 些 空间 内 的 拓扑 都 取 
作为 乘积 拓扑 。 


M 具有 可 数 基 空间 的 乘积 
乘积 拓扑 具有 可 数 基 当 且 仅 当 每 一 个 坐标 空间 的 拓扑 具有 可 数 基 并 且 
除 可 数 多 个 外 所 有 坐标 空间 为 平庸 的 ， 


N ”关于 乘积 和 可 分 性 的 例子 

设 O 为 闭 单位 区 间 ,X 为 乘积 空间 O°, WRX AT BA 由 点 的 特征 函数 
所 组 成 ; 更 精确 地 说 , Be 4 当 且 仅 当 对 9 中 的 某 个 9 有 x(q) = 1 并 且 x* 
在 0~{4} | WS, 

(a) 空间 X 为 可 分 ，( 所 有 XX 内 具有 有 限 值 域 的 x (有 时 叫做 梯形 函数 》 
组 成 的 集 在 xX 中 称 密 ， 同 时 还 有 该 集 的 一 个 可 数 子 集 也 在 Xx 中 稠密 .) 

(b) 带 有 相对 拓扑 的 集 4 为 离散 并 且 为 不 可 分 ， 

(c) 存在 4 在 X 中 的 唯一 的 聚 点 ** 且 若 忆 为 x 的 邻 域 , 则 4 ~ UV 为 有 限 
集 . | 


o 连通 空间 的 乘积 

任意 一 族 连 通 拓 扑 空间 的 乘积 仍 为 连通 空间 。 ( 取 定 乘积 中 的 一 个 点 
x*， 并 且 设 4 为 所 有 使 得 有 某 个 连通 子 集 同 时 包含 * 和 3 的 点 ?的 集 。 然 后 
证 明 4 为 稠密 .) 


P 关于 了 7T,- 空 间 的 习题 
T.- 空 间 的 乘积 仍 为 了,- 空 间 。 若 乡 为 拓扑 空间 的 分 解 ; 则 商 空 间 为 T- 
空间 当 且 仅 当 乡 的 元 恒 为 闭 集 . 


Q ”关于 商 空间 的 习题 

从 拓扑 空间 X 到 商 空间 X/R 内 的 射影 为 闭 映射 当 且 仅 当 对 xX 的 每 一 个 
FÆ 4, RAJ CRIA]; 又 它 为 开 上 映射 当 且 仅 当 RA] CRA] 对 每 一 个 
子 集 4 成 立 。(- 和 "分 别 为 闭 包 和 内 部 算 子 .) 
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R 关于 商 空间 和 对 角 序 列 的 例子 

设 x 为 带 有 通常 拓扑 的 欧 几 里 德 平面 , 4 为 所 有 使 得 y= 0 的 上 (x*，y) 
的 集 , 又 设 分 解 多 由 4 和 所 有 使 得 (x, y)&4 的 集 {Cs y)} 所 组 成 , 则 带 有 
商 拓 扑 的 乡 有 如 下 的 人 性质. 

(a) 从 XxX 到 商 空 间 上 的 射影 为 闲 上 映射. 

(b) 存在 可 数 多 个 4 的 邻 域 使 得 它 的 交 为 {4}, 

Cc) 对 每 一 个 非 负 整数 ,序列 (Cm, 1/(# 十 1)).2 € oO} FER SAI 
RT 4、 攻 {Nam € w%} 为 非 负 整数 序列 的 子 序列 则 序列 (C2, 1/CNat1))5 
neo} 不 收敛 于 4.〈 后 者 可 以 叫做 是 原来 给 定 的 序列 族 的 对 角 序 列 .) 

(d) 商 空 间 不 满足 第 一 可 数 性 公理 ， 

Æ . 这 个 例子 属于 R. S. Novosad, 


s othe 

(Gy - :9) 叫做 拓扑 群 当 且 仅 当 (6, ) 为 群 ， (6G, ) 为 拓扑 空间 并 且 
在 G xG 的 元 C, y) 处 取 值 为 x y-! 的 函数 关于 G x G 的 乘积 拓扑 为 连 
续 ， 当 不 会 引起 误解 时 我 们 略 去 群 的 运算 和 拓扑 ， 而 简称 “G 为 拓扑 
Pi". HX MY 为 G 的 子 集 ， 则 X.Y 为 所 有 6 中 这 样 的 z 组 成 的 集 它 使 得 
z 二 x。y 对 XX 中 的 某 个 x 和 Y 中 的 某 个 y 成 立 ， 车 * 为 G 中 的 点 ， 则 我 们 
分 别 把 {x}，Y MY + {x} 简 记 为 x.Y 和 Y。x, 又 定义 Y-! 为 {x:x-!€ Y}, 

(a) 若 X,Y, Z 为 G 的 子 集 ， 则 (X.Y)。Z=X。(Y.2Z) HA (x 
Y)’ =Y e X, 

Cb) 设 (G,-) 为 群 ,了 为 G 的 拓扑 :, 则 (G,-57) 为 拓扑 群 当 旦 仅 当 对 
G 中 的 每 一 对 xz 与 ?及 zx 二 :的 每 一 个 邻 域 WwW, FE r BRU AY 的 邻 
域 了 E Ue vcw., SOWA (G,-,7) 为 拓扑 群 当 且 仅 当 ;和 六 为 连 
续 : 其 中 区 xz) 一 xt, m(x, y) = xe y, 

(c) #6 为 拓扑 群 ， 则 i 为 从 G 到 G 上 的 同 胚 ， 其 中 (x) =e", X 
对 G 中 的 每 一 个 *，Z 和 Re ORAT = 的 左 和 右 平移 ) HAM, Krh 
L(x) =a» £ R(x) = 2-4, | 

注意 拓扑 群 的 拓扑 由 该 群 的 一 个 元 的 邻 域 系 所 决定 , 这 个 事实 (下面 有 
精确 的 陈述 ) 是 很 重要 的 , 它 使 得 许多 概念 可 以 局 部 化 。 

(d) ÆG HHI, U 为 单位 元 的 邻 域 系 , 则 6 的 子 集 4 为 开 集 当 且 仅 
当 对 4 中 的 每 一 个 x+ 有 x-!. 4€ WU， 等 价 地 ， 当 且 仅 当 对 4 中 的 每 一 个 > 
有 AEU LIRAIN .4: UEU} = N{4- U; UERY, 
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(注意 EU. 4 当 且 仅 当 (U. x) NA 为 非 空 .) 

(e) 拓扑 群 的 单位 元 = 的 邻 域 系 W 具有 性 质 : 

G) Hum RE, N] UNVEK; 

(i) UEU HH Uc, WVEX; 

Git) 车 UE WU, WHED VER 有 V. Vc; 

Civ) 对 多 中 的 每 一 个 志和 G 中 的 每 一 个 * 有 > UE, 

男 一 方面 , 若 给 定 一 个 群 c 和 一 族 满足 这 四 个 条 件 的 子 集 , 则 存在 唯一 
的 G 的 拓扑 2 使 得 (G,*, 7) 为 一 个 拓扑 群 并 且 @ 为 单位 元 的 邻 域 系 . 

(O) 每 一 个 带 有 离散 拓扑 或 平庸 拓扑 的 群 为 拓扑 群 。 若 G 为 实数 集 , 则 
(G,+,7) 为 拓扑 群 , HA (C~{0},-, 7) HR. RT HBR 
th. 若 G 为 所 有 整数 的 集 , p 为 一 个 素数 ，W 是 所 有 满足 后 一 条 件 的 G 的 子 
SoU 所 构成 的 集 族 : 它 是 由 欠 的 所 有 倍数 组 成 的 集 (A 为 某 个 正 整数 )， 则 
U 为 关于 使 得 ( G, +, 7) 为 拓扑 群 的 一 个 拓扑 9 的 0 AGRA, 

(g) 拓扑 群 为 Hausdorff 空间 当 它 是 T,- 空 间 时 。 (RBs My 为 不 同 
的 元 ， 则 或 者 有 * 的 邻 域 使 得 y 不 属于 它 ， 或 者 是 反 过 来 的 情形 。 注 意 若 
x*4U.y， Nj x- yU HARB V. VCU, HV envy HAH.) 

(a) 车 口 为 开 集 并 且 X 为 拓扑 群 的 任意 子 集 ， 则 辟 .X 和 X .z 为 开 集 . 
然而 , 当 X 和 了 均 为 闭 集 时 X.Y 可 以 不 是 闭 集 。( 考 虑 带 有 通常 加 法 的 欧 几 
里 德 平 面 ,又 取 X = Y = {(x, y); y = 1/x*}.) | 

C) 群 的 笛 卡 儿 乘积 x{G。: a€ 4} 关于 运算 : (x . yjet, Ya 对 4 中 
的 每 一 个 。， 仍 为 群 。 又 该 乘积 关于 乘积 拓扑 为 拓扑 群 并 且 到 每 一 个 坐标 空 
闻 内 的 射影 为 连续 的 开 同 态 2， 

注 Bourbaki [1], Pontrjagin [1] 和 Weil [2] 是 关于 拓扑 群 的 基本 参考 
书 ; 也 可 以 参阅 Chevalley [1], 


T ”拓扑 群 的 子 群 | 

(4) 拓扑 群 的 子 群 关于 相对 拓扑 仍 为 拓扑 群 

(>) 子 群 的 闭 包 仍 为 子 群 ， 不 变 子 群 的 闭 包 仍 为 不 变 子 群 (KE = E 
规 ). 

(e) 每 一 个 具有 非 空 内 部 的 子 群 为 既 开 又 闭 ， 子 群 妃 或 者 为 闭 ,或 者 
H-~H E 及- 中 稠密 . 


1) 某 些 作者 利用 术语 "表示 ?来 代表 连续 同 态 , 术语 “ 同 态 ” 来 代表 到 它 的 值 域 上 的 
ERINES, 


e 98 。 


(1) 包含 一 个 确定 开 子 集 的 拓扑 群 的 最 小 子 群 为 既 开 又 闭 。 

(e) 拓扑 群 的 单位 元 的 连通 区 为 不 变 子 群 。 

(f) 连通 拓扑 群 的 离散 《 带 有 想 对 拓扑 ) 正 规 子 群 为 中 心 的 子 集 。 (对 于 
群 五 的 确定 的 元 4, 考虑 变 * 为 * A x MG BA AMIR.) 


U BANAK 

iG AINE, HATER, G/H 为 所 有 左 陪 集 ( 对 G6 中 的 * 的 形 如 > H 
的 集 ) 的 族 ， 则 6/ 关于 商 拓扑 为 齐 次 空间 ， 若 右 为 不 变 子 群 ， 则 G/H A 
群 , 它 叫做 商 群 。 

(a) 从 拓扑 群 ec 到 齐 次 商 空间 G/H 上 的 射影 为 连续 的 开 觅 射 ，( 证 明 
所 有 与 开 集 上 U 相交 的 左 陪 集 的 并 为 0 - 怠 并 且 应 用 定理 3.10.) 

(b) 若 妃 为 不 变 子 群 ， 则 G/H KF sh HHA RE EN 
开 同 态 . 

(c) 变 元 4 X a- 4 的 齐 次 空间 的 映射 为 同 目 ， 其 中 a 为 G 的 一 个 确定 
的 元 。 ' 
(d) 若 f 为 从 拓扑 群 c 到 另 一 个 群 忌 内 的 同 态 , 则 / 为 连续 当 且 仅 当 已 
的 单位 元 的 令 域 的 逆 为 G 的 单位 元 的 邻 域 . | 

Cc) @ ft AMT ¢ 到 拓扑 群 了 内 的 连续 同 态 , Rig 1[G] BABE 
Ths WM G ELG) 上 的 映射 为 连续 的 开 上 映射， 并 且 从 才 6G] 到 AMES 
WAER. .因此 ,每 一 个 连续 同 态 可 以 分 解 成 一 个 连续 的 开 同 态 和 一 个 连续 
的 一 对 一 同 态 的 合成 ， 又 若 f 为 从 C 到 了 上 的 连续 的 开 同 态 , 则 了 拓扑 同 构 
于 G/K, 其 中 天 为 1 RK, 

(f) Æ JCHCG 并 且 了 和 互 为 Gc 的 不 变 子 群 ， 则 总 1] 为 G/J 的 子 群 ， 
H/J] 的 商 拓扑 为 G/] 的 相对 商 拓扑 :并且 变 44 H RIA G/J 到 G/B 上 的 
BRN Az FTN, 因而 《6G/J)/CH/J) 拓扑 同 构 于 G/A, 


v 区 空间 

笛 卡 儿 乘积 x {X。: a€ 4} 的 茵 拓扑 指 的 是 以 所 有 集 x {U4:a€ 4} 的 
族 为 基 的 拓扑 ,其 中 U, E X, 中 的 开 集 (对 4 中 的 每 一 个 s)。 因此 , 开 集 的 第 
卡 儿 乘积 关于 车 拓扑 仍 为 开 集 . 

(a) 到 每 一 个 坐标 空间 内 的 射影 关于 甘 拓扑 为 连续 的 开 映 射 

(b) 设 了 为 实数 的 无 穷 多 次 的 乘积 ; 即 Y 二 RA, 其 中 为 实数 集 ， 4 为 
一 个 无 限 集 , 则 区 拓扑 不 满足 第 一 可 数 性 公理 ,并 且 Y 中 包含 点 + 的 连通 区 
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为 所 有 使 得 {a: rey.) 为 有 限 集 的 点 组 成 的 集 . Get My AYA, E 
的 坐标 在 一 个 4 ITHE os astet apte EAER. Xiz 为 所 有 
使 得 对 某 个 有 plela) 一 xCap)[/1x(ap) 一 yap)| <K 对 所 有 ?成 并 的 Y 
中 的 = 组 成 的 集 , 则 Zz 为 既 开 又 闲 ，x*€ 2 并 且 y&2.) 

(c) 证 明 (5b)》 的 结果 对 每 一 个 至 少 包 含 两 个 点 的 无 限 多 个 连通 Hausd- 
orff 拓扑 群 的 乘积 仍然 成 立 。 先 证 拓 打 群 的 乘积 关于 功 拓 扑 仍 为 拓扑 群 。 


w RREZE LOZA 

设 (X,+，*) 为 实 线性 空间 , 则 Xx 上 的 实 值 线性 函数 叫做 线性 泛 函 。 所 
有 Xx 上 的 线性 泛 函 的 集 7 在 加 法 和 数量 乘法 的 自然 定义 下 仍 为 实 线性 空间 . 
显然 , z 是 乘积 R= X{R: xE X} 的 子 集 ,其 中 是 实数 集 , 而 相对 乘积 拓 
扑 就 称 为 弱 * 或 w*- 拓 扑 (简单 拓扑)。 (空间 Z 为 RX 的 子 群 并且 根据 问题 
3.8 G) 它 是 一 个 拓扑 群 ,然而 下 列 结果 并 不 需要 关于 拓扑 群 的 命题 .) 

下 列 命题 给 出 了 2z 的 w*- 笛 密 子 空间 和 w*- 连 续 线 性 泛 函 的 刻 划 . 

(a) 若 fs ite +> 为 Z 的 元 并 且 当 每 个 gi(x) = ONDA Mx) 一 0， 
则 存在 实数 2, 52025 a, 使 得 1 二 5{aig;: i=l, n), (考虑 由 (G(x)); = 
gi(x) 所 定义 的 从 X BE" 内 的 映射 G, 证明 有 一 个 诱导 映射 《 见 预备 知识 ) 
使 得 了 = FeG.) 

(b) FASE SIRE, 设 y 为 z 的 线性 子 空间 , 它 使 得 对 X 的 每 一 个 非 零 的 
元 x 有 Y 中 的 g 满足 g(z)s0， 则 了 在 Zz 中 w*- 稠 密 . (为 了 证 明 je Y-， 
必须 对 X 的 每 一 个 有 限 子 集 x,，"…，x»， 证 明 有 一 个 了 的 元 , 它 在 °° 
x 的 每 一 点 处 逼近 f。 再 证 明 有 YY 中 的 8 使 得 g(x;) = f(xi) 对 每 一 个 二 成 
Mos t= lyttes 2 J 

(<) 计 值 定理 。Z 上 的 线性 泛 函 下 为 w*- 连 续 当 且 仅 当 它 是 一 个 计 什 
上 映射 , 即 对 x sane x, F(g) = g(x) 对 Z 中 的 所 有 & Mw. GFR «*- 
连续 , 则 对 和 中 某 些 xm， +, x» MEER o eA | F(e)| <1 4] eC) 
| < 对 每 一 个 i 成 立时 ,证 明 若 对 每 一 个 i 有 elle) = 0,8 F(e) 一 0.) 

注 ”乘积 拓扑 的 概念 产生 于 关于 w*- 拓 扑 的 序列 收敛 的 讨论 。 后 者 已 
有 广泛 的 研究 (例如 见 Banach [1]), 但 在 其 研究 中 出 现 了 一 些 束 手 的 情况 ， 
而 通过 拓扑 的 进一步 发 展 , 它 才 有 所 澄清 。 我 们 可 以 定义 集 的 序列 闭 包 为 该 
集 和 所 有 它 的 序列 极限 点 的 并 ,而 集 为 序列 闭 当 且 仅 当 它 与 它 的 序列 闲 包 相 
同 。 这 时 不 难看 出 一 个 集 可 以 是 关于 w*- 拓 扑 的 序列 闭 集 , 但 却 不 是 w*- 闭 
集 。 这 还 不 是 把 序列 收敛 作为 研究 对 象 的 问题 所 在 。 而 真正 有 影响 的 实 ， 
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则 是 一 个 集 的 序列 闭 包 可 以 不 再 是 序列 闭 集 , 即 序列 闭 包 不 是 Kuratowski 的 
aT .因此 ,一 般 拓 扑 的 工具 不 能 应 用 于 序列 闭 包 算 于， 并 且 对 每 一 个 结 
论 的 专门 论证 都 是 需要 的 . 它 的 进一步 的 讨论 和 例子 见 Banach [15 208 页 ]。 


X ， 实 线性 拓扑 空间 

实 线性 拓扑 空间 (rts) 指 的 是 (X,+， 9 )， 它 使 得 X,+) 为 
实 线性 空间 ，(X, + ,9 ) 为 拓扑 群 ,并 且 数 量 乘法 “…” 为 从 Xx (实数 ) 到 X 的 
连续 函数 。 回 顾 一 下 , 实 线性 空间 的 子 集 玉 为 凸 集 当 且 仅 当 若 0 系 上 入 1 并 
Hix Bly HK AM te + (1 —*4)- ER, 

(a) 对 确定 的 实数 2, a0, 变 实 线性 拓扑 空间 的 每 一 个 元 xz 为 ax 
的 函数 是 一 个 同 有 是 

(b) 天线 性 拓扑 空间 的 笛 卡 儿 季 积 关于 点 式 加 法 和 数量 乘法 以 及 乘 下 
拓扑 仍 为 rd. tes. 

(c) Hey Hr lus. XX 的 线性 子 空间 , 则 Y 关 于 相对 拓扑 为 .1.7.5., 并 
E X/Y Xe BHR r ee se, 

(d) 设 天 为 rls. X eR, f 为 Xx 上 的 线性 泛 函 , 则 在 K 上 连续 
当 且 仅 当 对 每 一 个 实数 :， 集 广 :EnK 为 K 中 的 闭 集 。( 若 KK 中 的 网 {x， 
nE D} 收敛 于 K 的 元 x, BEGen), nE D} ABATE He), Wt DME 
个 共 尾 子 集中 的 x， 选 在 mm 与 x 的 线段 上 的 点 ya HE Km) 与 Kxz) 只 差 一 
个 常数 .) 

(e) 若 1 rls X 上 的 实 值 线性 函数 ( 即 线性 泛 函 )， 则 7 为 连续 当 
且 仅 当 {x: f(x) = 0} AMM, 

注 ” 线 性 拓扑 空间 概念 相对 说 是 较 新 的 (Kolmogoroff [1] 和 V-Neumann 
[1]); 它 产生 于 Banach 空间 与 其 共 斩 空间 的 弱 和 弱 * 拓扑 的 研究 。 线 性 拓 
扑 空间 的 初等 理论 大 部 分 是 拓扑 群 理论 的 直接 的 应 用 ;而 与 拓扑 群 理 论 相 区 
别 的 结果 全 部 都 依赖 于 凸 性 的 论证 (这 是 完全 正常 的 ; 因为 作为 仅 有 的 区 别 
的 特征 的 数量 乘法 的 主要 应 用 就 是 在 凸 性 的 论证 中 )。 又 在 本 书 问题 中 所 给 
出 的 rd. 2. 空间 的 少量 结果 不 能 作为 该 理论 的 合适 的 引 论 ,因为 我 们 没有 列 
人 关于 凸 性 的 命题 ,而 这 在 比较 认真 的 研究 中 是 基本 的 。 下 列 书 籍 可 以 作为 
学 习 的 参考 书 : Bourbaki [3], Nachbin [1 ] 和 Nakano [1]; 其 中 的 第 一 本 
包括 了 关于 (不 必 交 换 的 ) 拓 扩 体 上 的 线性 拓扑 空 s 间 的 研究 ， 
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BOR RAMEE 


我 们 知道 一 般 拓 扑 学 也 是 按照 数学 中 经 常 出 现 的 一 种 发 展 模 
式 而 展开 的 。 即 从 在 表面 上 似乎 没有 多 少 相仿 的 几 种 情形 中 考 守 
它们 之 间 的 相似 性 和 反复 出 现 的 论证 入手。 然后, 再 试图 把 这 些 
不 同 例子 中 所 共有 的 概念 和 方法 抽象 出 来 。 如果 我 们 分 析 得 已 经 
足够 透 澈 ， 那 末 我 们 就 能 找到 一 种 包含 其 中 大 部 分 力 至 全 部 例子 
的 理论 。 这 种 理论 就 其 自身 而 言 也 有 研究 的 价值 。 也 正 是 依照 这 
样 的 方法 , 通过 多 次 实践 , 拓扑 空间 的 概念 才 得 到 了 发 展 . 因此， 
它 也 就 是 一 个 不 断 整理 、 抽象 和 扩充 过 程 的 必然 结果 。 如 果 这 些 
例子 包含 的 抽象 方法 不 止 一 种 ， 那 末 我 们 就 必须 检验 每 一 种 抽象 
方法 , 看 它们 是 否 包 含 了 这 些 例子 的 中 心思 想 。 这 种 检验 通常 是 
通过 比较 我 们 所 抽象 出 的 对 象 和 导出 它 的 那些 对 象 来 完成 的 。 因 
此 ,我 们 自然 也 就 要 问 是 不 是 一 个 拓扑 空间 ,至 少 在 某 些 适 当 的 限 
制 下 必定 是 导出 这 个 概念 的 那些 特殊 的 具体 空间 中 的 一 个 。 而 用 
来 作为 比较 空间 的 “标准 ”例子 是 单位 区 间 的 笛 卡 儿 乘积 和 度量 空 
间 。 本 章 我 们 将 给 出 度量 空间 和 伪 度 量 空间 的 初等 性 质 , 同时 还 
将 给 出 空间 为 度量 空间 或 为 单位 区 间 的 笛 卡 儿 乘积 的 子 空间 的 充 
要 条 件 . | 

最 后 ， 提 醒 一 句 : 拓扑 空间 的 概念 决 不 能 包含 度量 空间 所 具 
有 的 一 切 性 质 ， 另 外 ,在 第 六 章 中 我 们 还 将 引出 度量 空间 概念 的 
另 一 种 与 此 不 同 但 更 为 深刻 的 抽象 。 


连续 函数 的 存在 


这 一 节 我 们 证 明 四 个 引 理 ， 其 目的 是 为 了 构造 出 拓 扩 空间 上 
的 实 值 连 续 函 数 ， 现 在 先 来 考察 与 此 有 关 的 一 类 较为 特殊 的 拓扑 
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空间 。 我 们 称 空间 为 正规 的 ” 当 且 仅 当 对 每 一 对 互 不 相交 的 闭 集 
4 和 B 有 互 不 相交 的 开 集 U 和 VV 使 得 4CU 并且 BCV MTB 
间 是 指 这 样 的 正规 空间 , 它 同 时 又 是 Ti~ 空 间 ( 对 每 一 个 x, {x} 为 
闭 集 )。 如果 规定 集 乙 为 集 么 的 邻 域 当 且 仅 当 4 是 已 的 内 部 U0" 的 
FR, 那 末 正规 性 的 定义 又 可 以 叙述 成 : 空间 为 正规 当 且 仅 当 互 
不 相交 的 闲 集 有 互 不 相交 的 邻 域 .我 们 还 可 以 给 出 正规 条 件 的 另 

一 种 叙述 形式 .一 个 集 的 一 些 邻 域 的 族 叫 做 该 集 的 邻 域 系 的 一 个 
其 当 旦 仅 当 这 个 集 的 每 一 个 邻 域 包含 有 该 族 的 一 个 元 。 于 是 若 阮 
为 正规 空间 的 闭 子 集 4 的 一 个 邻 域 ， 则 有 互 不 相交 的 开 集 UU 和 V 
E ACU HE X~ W"CV， 因 而 4 的 任意 邻 域 W 包 含有 闭 领 
RUT. 这 表明 当空 间 为 正规 时 , 闭 集 4 的 所 有 闭 邻 域 的 族 是 4 的 
邻 域 系 的 一 个 基 。 今 证 , 其 逆 亦 真 。 因 为 若 4 和 了 为 互 不 相交 的 
闭 集 ,而 丈 为 4 的 一 个 闭 邻 域 , 它 包含 在 和 一 B A WRX 
分 别 为 4 和 B 的 互 不 相交 的 开 邻 域 , 故 获 证 . | 

每 一 个 离散 空间 和 每 一 个 平庸 空间 均 为 正规 空间 ， 因 此 正规 
空间 可 以 不 是 Hausdorff 空间 ， 也 可 以 不 满足 第 一 或 第 二 可 数 性 
公理 。 但 Ti 空间 (Ti 并且 正规 ) 必 为 Hausdorff 空间 。 正 规 空 间 
的 闭 子 集 对 于 相对 拓扑 仍 为 正规 空间 。 然 而 ,正规 空间 的 子 空间 ， 
乘积 空间 和 商 空间 未 必 仍 为 正规 空间 。( 见 问题 4.E, 4.F.) 

对 于 7- 空 间 有 一 个 介 于 Hausdorff 和 正规 性 之 间 的 条 件 , 并 
且 在 某 些 情况 下 它 还 可 以 推出 正规 性 。 我 们 称 拓扑 空间 为 正则 的 
当 且 仅 当 对 每 一 个 点 x 和 > 的 每 一 个 邻 域 U 有 * 的 一 个 闭 邻 域 了 
使 得 VCU, 即 每 一 点 的 所 有 闭 邻 域 的 族 为 该 点 邻 域 系 的 一 个 基 ， 
一 个 等 价 的 说 法 是 ， 对 每 一 个 点 x 和 每 一 个 闭 集 A, HRA, 则 
有 互 不 相交 的 开 集 UV 和 5 使 得 reU 并 且 ACV. 正则 空间 间 时 
还 是 T 空 间 , 就 叫做 Ty- 空间. 再 回顾 一 下 ,所 谓 Lindelsf 空间 ， 
是 指 这 样 的 拓扑 空间 ， CE TE BLA PTF 


D 这 种 命名 方式 是 长 期 沿用 的 惯例 的 一 个 极 好 例子 ， 即 称 我 们 不 能 处 理 的 问 是 为 
ore IFES. MiE MASA IEE MEN GEMM CHEABR Sa 
给 出 。 
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“1 引 理 (Tychonoff). 每 一 个 正则 的 Lindelöf 空间 为 正规 空 

fey. | 
”证明 .假设 4 和 B 为 X 的 互 不 相交 的 闭 子 集 ， 因 为 X 为 正则 
空间 , 故 对 4 的 每 一 个 点 有 一 个 邻 域 , 它 的 闭 包 与 B 不 相交 ,从 而 
所 有 闭 包 与 了 不 相交 的 开 集 组 成 的 族 和 为 4 的 一 个 覆盖 . 类似 
地 , 有 闭 包 与 4 不 相交 的 开 集 组 成 的 族 % 为 B 的 一 个 覆盖 , 并且 
BUF U{X~(AUB)} 为 X 的 一 个 覆盖 、 因 此 , 有 2 的 元 的 序 
列 {Unn E ol 覆盖 4 和 2 的 元 的 序列 (V,,n€ w} RRB. 设 
Ua = U, ~ U{Vs: p&n}, Vs = V,~ Ut{Us: pn}, WA 
UNV m 4 m<n it Hk, we UN Vn 当 mn 时 为 空 集 , 交 换 U 
和 了 的 地 位 , 再 应 用 同样 的 讨论 便 知 ULV, 对 所 有 的 盖 和 = 为 
空 集 , 于 是 U{U0,: n€ oj 与 U{7,。: nE wj} 互 不 相交 。 最后, VIN 
A 和 Us 门 B 对 所 有 的 ?为 空 集 , 因而 , 互 不 相交 的 开 集 U {Un n 
E w} 和 Vs: nE of 分别 包含 4 和 B.| 

特别 ,满足 第 二 可 数 人 性 公理 的 正则 空间 必 为 正规 空间 . 

现在 我 们 开始 来 构造 连续 的 实 值 函数 .。 若 4 和 了 为 互 不 相交 
的 闭 集 ,我 们 需要 作出 这 样 的 连续 实 值 函数 , 它 取 值 于 [0,1] 区 间 
而 且 它 在 4 上 为 0 并 在 如 上 为 1. 代替 直接 构造 函数 户 我 们 来 构 
造 一 些 集 ,它们 相应 于 (近似 地 ) 形 如 {x: f(x) 二 1} OR. FE 
的 两 个 引 理 说 明了 一 个 子 集 族 和 一 个 实 值 函数 之 间 的 关系 。 

2 nn 假设 对 正 实数 的 称 密 子 集 DD 的 每 一 个 元 t, Fe 为 集 
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Cy 大 <5, 网 
与 

(b) U{F,: ED} = X 

对 和 中 的 x, fir f(x) 一 infe: re F,}， 则 对 每 一 个 实数 :有 
{x: jx) 一 中 一 ULF: rEDHt<sh #H (x: fH =HN 
T ED Br>s}, 

证 明 。 我 们 来 直接 计算 。 因 为 集 {x: f(x) < s} = {x: inf{2: 
ze Fs} 过 :}， 又 该 下 确 界 小 于 s 当 且 仅 当 {1: re Fy} 的 某 个 元 
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小 于 s, 故 集 {x: f(x) <s} 为 所 有 使 得 对 某 个 :有 :二 :和 
x€F, AY x 组 成 的 集 , 即 为 UlF,: ED He < s}。 这 就 证 明了 第 
一 个 等 式 ， 

今 证 第 二 个 等 式 。 注意 ,从 inf{t: re Fi} < 可 推出 对 每 二 
个 大 于 :的 x 有 :一 《使 得 xe F,。 RZ. AM DRE +t > s 
的 每 一 个 上 有 rE F,, 则 因 D 在 正 实数 中 稠密 , 故 inf{lz: re Fy}< 
s. 因此， 所 有 使 得 f(x) = inf {+: x€ F} <s 的 x 组 成 的 集 为 
{x: Žite D Ht >s, 则 xe F,} = fN{F,. r€ DH >s}. | 

3 3 51H. BEY EERE TED 的 每 一 个 元 t, F, A% 
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(b) U{F,: zE€ED} =X 
命 f(x) = inf{r; xE F,}， 则 函数 1 连续 . 

证 明 . 按照 定理 3.1, ROEM, 只 要 值 域 空间 的 拓扑 的 其 
个 子 基 的 每 一 个 元 的 逆 恒 为 开 集 ,又 对 实数 s, AB ale: 1 二 s} 
或 {1: :> 分 的 集 组 成 的 族 为 实数 集 的 通常 拓扑 的 一 个 子 基 ， 
此 欲 证 了 连续 ,只 须 证 对 每 一 个 实数 s (r: f(x) <5} 为 开 集 并 
E {x: f(x) <s} 为 闭 集 . | | 

引用 上 一 引 理 ，{x: f(x) <s} MAM F, 的 并 ,因而 亦 为 开 
集 。 再 引用 上 一 引 理 , {x; <s} = NF: t€D Ht >s}, 
于 是 ,如 果 我 们 能 够 证 明 这 个 集 与 人 {F7:+e D Hi >s} 相同 , 那 
”未 证 明 就 全 部 完成 . 

因为 对 每 一 个 :，F,CFr， MNLF: EDE >s) CN 
{F7: 1€D 且 +: 之 s}. 另 一 方面 ,对 DD 中 满足 :> s 的 每 一 个 * 
有 rED 使 得 ;二 + 二:， 因 而 F7CF,， 从 而 又 得 到 反 过 来 的 包 
含 关系 .| | | 

现在 ， 容 易 证 明 这 一 节 的 主要 结果 . 
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证 明 ， 设 DD 为 正二 进 有 理 数 的 集 《 即 所 有 形 如 p27 的 数 的 
集 , 其 中 2 和 4 为 正 整 数 )。 当 z€E DD 并且: >i. F@) =X, 
Mit F(1) =X~ B，F(0) 为 一 个 这 样 的 开 集 ， 它 包含 4 并 且 
使 得 F(0)-5 BAM, 又 当 ED 并 且 0 一 上 一 1 时 ， 表 上 为 
t= (2m 十 1)2™ 的 形式 并 且 对 于 # 归纳 的 选取 F(z) 为 一 个 这 样 
WAHR ERBE FQm2~) AN F@)-CF((2m 十 2)2 一 )。 
这 种 选取 是 可 能 的 ， 因 为 了 X 为 正规 空间 。 S f(x) = inf te: xe 
F(z)}， 则 由 上 一 引 理 便 知 连续。 因为 对 DD 中 的 每 一 个 :有 
ACF(z)， 图 数 1 在 4 上 为 0 ;又 因为 对 :三 1 有 FOE)CX~ B 
FEX : >18 FO =X, ARPHEBEN1.| 
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立方 体 。 也 就 是 说 , 立方 体 是 所 有 从 集 4 到 闭 单位 区 间 2 的 函数 
组 成 的 集 24 并 且 带 有 点 式 , 或 坐标 收敛 的 拓 扯 。 若 把 立方 体 作 为 
空间 的 一 种 标准 类 型 ， 则 我 们 需要 描述 同 胚 于 立方 体 的 子 空间 的 
那些 拓扑 空间 。 完成 这 个 目的 所 应 用 的 方法 虽然 简单 ,但 却 值得 
注意 , 它 在 其 它 问题 中 还 要 用 到 . 

假设 了 为 一 个 函数 族 ， 它 的 每 一 个 元 f MTs X BH 
扑 空 间 Y; (对 于 族 中 不 同 的 元 值 域 可 以 是 不 同 的 )， 则 有 从 X 到 
乘积 X {Yj: JEF) 内 的 一 个 自然 映射 , 它 由 映 及 的 点 * 为 第 f 个 
坐标 是 f(x) 的 乘积 中 的 元 所 定义 。 亦 即 ， 计 值 映 射 < 定 义 为 : 
e(a) = f(x). 现在 来 说 明 当 FF 的 元 f 连续 时 ,。 是 连续 的 ， 而 且 
在 附加 上 下 包含 有 “足够 多 的 函数 ”之 后 ,e 还 是 一 个 同 胚 。 我 们 
称 X 上 的 函数 族 卫 为 分 离 点 当 且 仅 当 对 每 一 对 不 同 的 点 x 和 ?有 
F 中 的 1 使 得 f(x) O). 又 称 忆 为 分 离 点 和 闭 集 当 且 仅 当 对 
Xx 的 每 一 个 闭 子 集 4 和 X ~ 4 的 每 一 个 点 zx 有 下 中 的 了 使 得 /xz) 
不 属于 ARAE. 
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3 嵌入 引 理 . 设 了 为 一 个 连续 函数 族 ， 它 的 每 一 个 元 是 从 
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证 明 . EF e 与 到 第 了 个 坐标 空间 内 的 射影 Pj 的 合成 为 连 
续 , 这 是 因为 Poel) = f(x)。 因 而 ,由 定理 3.3 便 知 <。 连续 。 

欲 证 命题 (b), RIEA * 的 开 邻 域 口 关于。 的 像 包含 乘积 
中 的 el) 的 一 个 邻 域 与 e[X] 的 交 . 选 F 的 一 个 元 f 使 得 f(x) 
不 属于 f[X ~ U] 的 闭 包 ， 此 时 乘积 中 所 有 使 得 v8 f1X ~ UJ]- 
的 y 组 成 的 集 为 开 集 ,又 易 见 它 与 e[X] 的 交 为 e[U1 的 子 集 。 因 
IE, e 为 从 X 到 e[X] 上 的 一 个 开 映 射 。 

命题 (c) 是 明显 的 .| 

上 一 引 理 将 把 空间 拓扑 地 嵌 人 到 立方 体内 的 问题 化 为 寻找 定 
义 在 该 空间 上 的 连续 实 值 肖 数 的 一 个 “丰富 的 ”的 集 的 问题 。 显 然 
有 这 样 的 拓扑 空间 ， 在 其 上 的 每 一 个 连续 实 值 函数 崩 为 常数 ， 例 
如 任何 平庸 空间 就 具有 这 个 性 质 ， 也 还 有 非 不 足 道 的 例子 ， 正 则 
Hausdorff 空间 上 的 每 一 个 连续 实 值 汝 数 就 恒 为 常数 ?。 拓扑 空 间 
XUE ENH ERAH X 的 每 一 个 元 x* 和 x 的 每 一 个 邻 域 U 有 
从 X 到 闭 单位 区 间 的 连续 函数 f 使 得 f(x) 一 0 并 且 在 和 ~ ~U E 
f ESF1 显然 , 所 有 从 全 正则 空间 到 单位 区 间 [0，1] 的 连续 
函数 的 族 在 上 一 引 理 的 意义 下 分 离 点 和 闭 集 ( 它 的 道 命题 也 成 立 ， 
但 此 处 并 不 需要 )。 若 全 正则 空间 同时 又 是 Ti 空间 (对 每 一 个 x， 
{x} 为 闭 集 )、 则 所 有 从 该 空间 到 (0. 1] 的 连续 函数 的 族 也 分 离 
Ae 我 们 称 全 正则 的 7Tr 空 间 为 Tychonoff 空间 . XxX% 
Tychonoff 空间 ,FF 为 所 有 从 X 到 [0,1] 的 连续 函数 的 族 , 则 由 入 引 
理 4.5 说 明 从 和 到 立方 体 97 内 的 赋值 映射 为 一 个 同 际 .于 是 每 


1) W Hewitt[1] 和 Novak[1]. 关 于 分 离 公理 的 其 它 事实 见 van Est 和 Freuden- 
thal[1] 。 
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一 个 Tychonoff 空间 都 同 胚 于 某 个 立方 体 的 一 个 子 空间 。 这 个 事 
实 实际 上 是 Tychonoff 空间 的 一 个 特征 ， 我 们 现在 着 手 给 出 它 的 
证 明 。 

由 于 Urysohn 的 引 理 4.4, 每 一 个 正规 的 Ti 空间 为 Tychonoft 
空间 。 又 每 一 个 全 正则 空间 为 正则 空间 ， 因 为 若 妃 为 的 一 个 邻 
域 , f 为 一 个 连续 函数 , 它 在 * 处 等 于 0, NEX~ULSF1, N 
V = {y: f(y) < 1/2} 为 开 集 并 且 它 的 闭 包 包含 在 二 的 子 集 {y: 
fy) <1/2} 内 。 对 于 7 空间 有 一 系列 所 谓 的 分 离 公 理 : Haus- 
dorff， 正 则 ， 全 正则 和 正规 。 除 正规 性 外 这 些 性 质 在 这 样 的 意义 
下 是 可 遗传 的 ， 即 当空 间 X 具有 某 种 性 质 时 X 的 每 一 个 子 空间 也 
BAK. 同样 , 除 正规 性 外 每 一 种 相同 类 型 的 空间 的 乘积 仍 
为 同一 类 型 的 空间 。 这些 事实 的 证 明 除了 现在 所 需要 的 下 列 定 理 
外 都 作为 本 章 的 问题 (问题 4. H). 

证 明 . poh tt tedts a A A A RAE PI 
连续 函数 f 为 关于 偶 Cr, U) 的 函数 当 且 仅 当 x 为 XX 的 一 个 点 ,UU 
为 * 的 一 个 邻 域 并 且 f(x)==0, f 在 X~U 上 和 恒 等 于 1。 若 有,*……， 
f 分 别 为 关于 《x， U) tto Cx, Un) 的 函数 ,其 中 *# 是 正 整 数 ,又 
车 g(x) = sup {f;Cx): t= 1,-°-, ah}, WEWKF C, NIU;: 
i—1,---,}) 的 函数 .因此 空间 为 全 正则 空间 ， 只 要 对 每 一 个 
x 和 zx 的 每 一 个 属于 拓扑 的 某 个 子 基 的 邻 域 U 有 关于 (x，U) 的 
函数 。 | 

it X XH Tychonoff 空间 的 乘积 X {X。 ac A} FA EX, FZ 
U, X x, E Xe 中 的 一 个 邻 域 , f 为 关于 Ceas Ua) 的 函数 , 则 foP, A 
关于 (x, PLU.) 的 函数 ,其 中 已 是 到 第 < 个 坐标 空间 的 射影 . 
而 所 有 形 如 PUL 的 集 组 成 的 族 为 乘积 扼 扑 的 一 个 子 基 ， 故 冬 
积 空 间 为 全 正则 空间 。 又 Tr 空间 的 乘积 仍 为 Tc 空间 ,于 是 定理 
获 证 .| 


证 明 . 因为 闭 单位 区 闻 为 Tychonoff 空间 , 故 由 定理 4.6 便 知 
作为 闭 单位 区 间 乘 积 的 立方 体 亦 为 Tychonoff 空间 ， 从 而 立方 体 
的 每 一 个 子 空间 仍 为 Tychonoff 空间 . 

又 我 们 已 经 知道 若 和 为 Tychonoff 空间 , 为 所 有 从 XX 到 闭 单 
位 区 间 8 的 连续 函数 组 成 的 集 ， 则 CAB RRA SBE 4.5) 赋值 映射 
为 从 X 到 立方 体 OF 内 的 一 个 同 是 .| 


度量 和 伪 度 量 空间 


有 许多 拓扑 空间 ， 它 的 拓扑 是 由 距离 概念 引出 的 。 所 谓 集 X 
WEREMA EJLER X x X 到 非 负 实数 的 一 个 这 样 的 函数 
d, 它 使 得 对 所 有 XX 的 点 x,，y 和 zx 有 

(a) d(x, y) = d(y, x); 

(b) (三 角 不 等 式 ) d(x, y) + d(y, z) = d(x, z); 

Ce) de, y) = 0 4x = Y hf; 

(d) Æ d(x,y) = 0, NJ x = y, 

其 中 最 后 的 一 个 条 件 对 许多 目的 而 言 是 非 本 质 的 .只 满足 (a)， 
(b) 和 (c) 的 函数 d 叫做 伪 度 量 《有 时 称 为 偏 闲 ,虽然 偏差 也 在 稍 
为 不 同 的 意义 下 被 应 用 )。 这 一 节 的 一 切 定 义 是 对 伪 度 量 给 出 的 ， 
但 车 以 度量 来 代替 伪 度 量 , 则 也 有 相同 的 定义 ， 

伪 度 量 空间 指 的 是 (X, d), 其 中 4 是 XX 的 伪 度 量 。 对 义 的 元 
+ 和 yy, 数 d(x,y) 叫做 是 从 x 到 ?的 距离 ( 当 可 能 引起 误解 时 就 
表 为 4- 距 离 )。 若 7 为 一 个 正 数 , 则 称 集 Ly: dle, y) <r} 为 以 
x 为 心 , ”为 d- 半 径 的 开 球 ,或 简称 为 点 x 的 开 +- 球 ,又 Ly: 4d(x， 

y) Sr} 称 为 点 * 的 闭 天球， 虽然 两 个 开 球 的 交 可 以 不 是 一 个 开 
球 , 然 而 当 d(x,y) <r 并 县 a (xz) <s 时 满足 dw,x) < min 
[r — d(x, y), s — d(x, 2)] 的 每 一 个 点 wv? 同时 为 点 > 的 开 r—ER 
和 点 2 的 开 :- 球 的 元 (根据 三 角 不 等 式 )， 见 两 个 开 球 的 交 包 含 其 
内 每 一 点 的 一 个 开 球 。 因此 , 所 有 开 球 的 族 为 多 的 一 个 拓扑 的 基 
CLER 1.11) ,这 个 拓扑 就 叫做 X 的 伪 度 量 拓扑 . 注意 ,这 时 每 一 
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个 闭 球 对 于 伪 度 量 拓 扑 为 闭 集 ， 

设 X 为 一 个 集 并 且 定 义 当 * 二》 时 dx, y) 是 0 0 ,在 别处 时 
是 1， 则 4 为 Xx 的 一 个 度量 并 且 每 一 点 * 的 开 1- 球 为 {rj Min 
{x} 对 于 度量 拓扑 为 开 集 并 且 空 间 是 离散 空间 。 此 时 ， 每 一 反 的 
闭 1- 球 恰 为 和 ， 这 表明 开 ”一 球 的 财 包 可 以 不 同 于 闭 盖 球 。 若 对 
A X xX XHAI Ce, y), 定义 4 为 0, 则 4 不 是 一 个 度量 , 而 是 一 
MARE, 并 且 每 一 点 的 开 +- 球 均 为 整个 空间 ， 于 是 X 的 伪 度 量 
拓扑 为 平庸 拓扑 。 又 若 和 为 实数 集 并 且 dCx,y) = |e — yl We 

为 一 个 度量 , 它 "做 实数 内 通 和 度量 王 所 确定 的 拓扑 恰好 就 

是 实数 的 通常 殷 扑 。 

对 于 伪 度 量 4, 从 点 * BIER 4 的 距离 定义 为 D(4,*) = inf 
{dlas y): yE A}. 

8 See. HA PARREGEA 则 从 点 * 到 4 


=a. 由 “id, z) S ae > + ee z) 对 4 中 的 z 取 下 确 
界 即 得 DCA, x) 委 dC, y) + DCA, y), ir SY 又 得 到 一 
个 相似 的 不 等 式 ， 因而 |DCA, x) —D(A; y)| 一 d(x, y). 由 此 
可 见 , 若 > 在 点 x 的 开 +- 球 中 ,; 则 1D(4,x) — DCA, | <r, A 
而 推出 DCA, x) 的 连续 性 .| 

9 定理 ,在 伪 度 量 空间 中 ， 集 4 的 闭 包 恰 为 所 有 与 4 距离 为 


证 明 . 内 为 DC4 2) 对 于 x* 连续 , 故 集 (x: DCA) = 0} A 
闭 集 ,又 它 包含 4, 从 而 也 包含 4 的 闭 包 4. B-HH. By A, 
WAY 的 一 个 邻 域 (可 以 取 它 为 一 个 开 rR). 它 与 4 不 相交 , 于 
是 D(A, y) >r Ki {x: DC(4,x) 一 0jC4-。 总 之 4 一 [xz: 
D(A, x) = 0}. | 

10 定理 .每 一 个 伪 度 量 空 间 均 为 正规 衬 间 . 

证 明 ， 设 4 和 8 为 伪 度 量 空间 X 的 互 不 相交 闭 于 集 ， 又 设 
DCA, x) 和 D(B, x) 分 别 为 从 * 到 4 和 从 * 到 3 的 距离 ， 命 
U = {x D(A, x) — D(B,x) < 0}, V ={x: D(A,x) — DCB; 
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x) > 0}, WARM DCA, x) 一 DB, x) 对 于 x ER. KU AV 
HARFE, 又 易 见 U 和 VV 互 不 相交 并 且 由 定理 4.9 即 得 ACU 和 
BCV, | 


11 定理 .每 一 个 伪 度 量 空间 满足 第 一 可 数 性 公理 。 它 满足 


时 


证 明 。 因 为 一 个 集 对 于 伪 度 量 反扑 为 开 和 集 当 有 旦 仅 当 它 包含 有 
其 内 每 一 点 的 一 个 开 球 ， 故 点 * 的 所 有 开 球 组 成 的 族 为 x 的 邻 域 
系 的 一 个 基 , 又 点 * 的 每 一 个 开 球 包含 有 具有 有 理 半 径 的 开 球 ,于 
是 就 得 到 * 的 邻 域 系 的 一 个 可 数 基 ， 从 而 空间 满足 第 一 可 数 性 公 
3E. > 
由 于 任何 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 必 为 可 分 ， 所 以 剩 下 只 
要 证 明 可 分 伪 度 量 空间 的 拓扑 具有 可 数 基 。 设 Y 为 一 个 可 数 的 入 
密 子 集 ,又 设 BU 为 所 有 具有 有 理 半 径 的 以 Y 的 元 为 心 的 开 球 组 成 
AU WW Or BARES BUA RK x 的 一 个 邻 域 , 则 对 某 个 正 数 
r, 有 点 * 的 开 盖 球 ， 它 包含 在 内 。 设 * 为 小 于 + 的 正 有 理 数 ， 
Y 为 满足 d(x, y) < s/3 的 了 的 点 ， 又 设 了 为 点 7 的 25/3~ 球 ， 则 
x*€VCU, 故 QU 为 拓扑 的 一 个 基 .| 

12 定理 ,在 伪 度 量 空间 (X, d) 中 ,网 {5。, nE DS 收敛 于 点 
s HERH {Csm 起 ,ne D} KRF O. 

证 明 . 注意 网 {5,， n€D} 收敛 于 * 当 且 仅 当 它 最 终 地 在 点 
s 的 每 一 个 开 +r- 球 内 ,而 这 一 点 成 立 又 当 且 仪 当 [a(S,,s),n€.D} 
最 终 地 在 具有 通常 度量 的 实数 空间 的 零点 的 每 一 个 开 +- 球 内 .| 

伪 度 量 空间 (X, d) 的 子 集 4 的 直径 指 的 是 : sup {d(x, y): 
x*《 A 日 y€ A}. 如 有 果 该 上 确 界 不 存在 , 那 末 就 称 直径 为 无 限 .和 值 
得 注意 的 是 ,具有 有 限 直 径 这 个 性 质 并 不 是 一 个 拓扑 不 变量 . 

13 ER. ik (X, d) Oo rom td RR oh ， D 一 


i EOE 


ellle 


ta maun i 


证 明 ， 首先 证 明 。 为 一 个 伪 度 量 , 我 们 只 须 证 若 2, b Me 为 
满足 a 十 5 之 c 的 非 负 的 数 ， 则 min{l, a] + min [1, 6] > 
min[ 1,c], 这 是 因为 取 a=d(x,y), b=d(y, z) 和 c = d(x, z), 
上 述 不 等 式 就 变 成 关于 。 WZATA. Æ min[1, a] R min[l, 
b] 为 1, WE min[1, c] < 1, 故 不 等 式 自然 成 立 ; 若 它 们 均 不 为 
1, NJH a + b >c minl, c] 可 知 不 等 式 也 成 立 。 因 此。 为 X 
的 一 个 伪 度 量 . 

其 次 , 因为 由 所 有 7 小 于 1 的 开 +~- 球 组 成 的 族 为 伪 度 量 拓扑 
的 一 个 基 , 而 该 族 不 论 是 对 于 4， 还 是 。 作为 伪 度 量 都 完全 一 样 ， 
HOSA TAR BAMA. 

Ra, WAX e- 直 径 至 多 为 1.| 

我 们 知道 ， 不 可 数 多 个 拓扑 空 间 的 乘积 , 一 般 不 满足 第 一 可 数 
性 公理 〈 见 定理 3.6), 因此 ,不 可 能 指望 对 于 任意 多 个 伪 度 量 空间 
的 乘积 ， 可 以 找到 一 个 伪 度 量 使 得 伪 度 量 拓扑 就 是 乘积 拓扑 .但 
对 于 可 数 多 个 的 乘积 ,情况 是 令 人 满意 的 。 根据 上 一 定理 ,我 们 可 
忆 只 限于 讨论 直径 至 多 为 1 的 空间 ， 
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证 明 ， BS a ee 单 证 明 此 处 内 略 (有 有关 可 和 
性 的 问题 2.G 包含 有 所 必须 的 工具 ). 

今 证 这 两 个 拓扑 相同 ， 首 先 ， 注 意 若 7 为 乘积 中 的 点 * 的 开 
2 一 球 ; 避 一 1y: dp Cans Ya) S20" Mace t+ 2A}, MUS 
V, 这 是 因为 当 yE UVU 时 有 d(x,y) 一 2 一: m= 0,..*,p 十 
2} + 2{27. n=p 二 3 } < 277 + 277 æ 2, 但 UU 对 于 
乘积 拓扑 为 x 的 一 个 邻 域 ， 故 每 一 个 关于 伪 度 量 拓扑 的 开 集 也 是 
关于 乘积 拓扑 的 开 集 . 

其 次 ,考虑 乘积 拓扑 所 定义 的 子 基 的 一 个 元 0, 这 了 时 器 的 形式 
为 dr: 4,€W}, ERWE X, 中 的 开 集 , 对 于 U 中 的 x，、 则 因 有 
Rox, 的 开 7- 球 ; 它 是 VY 的 子 集 ;又 d(x; y) 之 27" dal a> Ye) 故 
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Rie PUFF ”2 一 - 球 为 过 的 子 集 ; RRRA ELITE 
每 一 个 元 ,从 而 乘积 拓扑 的 每 一 个 元 对 于 伪 度 量 拓扑 均 为 开 集 .| 

者 X,d 和 (Y, e) 为 伪 度 量 空 间 , f 是 从 X 到 Y 上 的 映射 ， 
则 称 f 为 等 距 (d-e 等 距 ) 当 和 且 仅 当 对 XX 的 一 切 点 x* My A dt, 
=e), f(y)). 每 一 个 等 距 均 为 连续 的 开 上 映射 (关于 这 两 个 伪 
度量 拓扑 )>， 这 是 因为 每 一 个 点 * 的 开 +- 球 的 像 是 点 1(x) 的 开 +- 
R. 又 两 个 等 距 的 合成 仍 为 等 距 并 且 当 等 距 为 一 对 一 时 其 逆 亦 为 
等 距 。 对 于 度量 空间 ,等 距 必 为 一 对 一 , 因此 ,从 度量 空间 到 度量 
空间 上 的 等 距 恒 为 同 豚 .所 有 度量 空间 的 全 体 可 以 分 成 互相 等 距 

J 空间 的 等 价 类 。 所 谓 度量 不 变量 是 指 每 一 个 这 样 的 性 质 ， 当 它 
为 某 个 度量 空间 所 具有 时 它 也 为 每 一 个 等 距 的 度量 空间 所 共有 ， 

显然 ， 度量 不 变量 可 以 不 是 拓扑 不 变量 (例如 考虑 直径 为 无 限 这 个 
性 质 )。 

每 一 个 伪 度 量 空 间 在 一 种 意义 下 与 度量 空间 几乎 没有 差别 . 
为 了 便于 精确 地 加 以 叙述 ,我 们 规定 伪 度 量 空间 的 两 个 子 集 A,8 
的 距离 为 DCA， B) = dist(A, B) = inf{d(x, y):x€ A, y€ B}.— 
般 地 说 ,DD 不 是 一 个 伪 度 量 ,这 是 因为 空间 X 与 每 一 个 非 空 子 集 的 
距离 为 零 并 且 三 角 不 等 式 不 成 立 。 然 而 ， 对 于 空间 的 某 种 分 解 的 
元 ,D 实际 上 是 一 个 度量 ,这 正 是 下 面 我 们 所 要 讨论 的 内 容 。 对 伪 
度量 空间 CX, d) 命 多 为 所 有 形 如 {x} 的 集 所 组 成 的 集 族 , 则 由 
定理 4.9 便 知 ix} APA dey) 一 0 的 点 > 的 集 , 并 且 分 
fee D 就 是 商 集 X/R, 其 中 R 是 关系 : {(x, y): d(x, y) = 0}. 

15 定理 . 设 (X， 4) 为 一 THREF =I a D Hig 
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EW, ae ve ts LAIN iG, x)= 0, R4¥AMY 
xE {u}, WA uc{x}, ve {y}, Wj dlu, v) S dtu, x) + 
dz, y) + d(y, v) = d(x, y), 又 此 时 也 有 xe {uj}, ye {r}, 
因而 au, v) = d(x, y). 这 表明 对 DATA B, DCA, B) 
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与 a(x, y) 对 4 中 的 每 一 个 * 和 中 的 每 一 个 > 都 相等 。 由 此 可 
RL (B,D) 为 一 个 度量 空间 , HLEA Z 上 的 射影 为 一 个 等 
FE 

若 也 为 和 中 的 一 个 开 集 并 且 ce U, 则 对 某 个 > > 0, UV 包含 
点 * 的 一 个 开 +- 球 ,从 而 也 包含 {x}", 于 是 由 定理 3.10 RAW X 
AZ 上 的 射影 关于 鲍 的 商 折 扑 为 一 个 开 上 映射 。 又 该 射影 关于 由 
D 所 导出 的 度量 拓扑 亦 为 一 个 开 上 映射 ,因此 , 根据 定理 3.8 即 得 这 
两 个 拓扑 相同 .| 


E È 化 


给 定 拓扑 空间 (X, T), 我 们 自然 要 问 是 否 有 X 的 一 个 度量 
使 得 .就 是 度量 拓扑 。 我 们 称 这 样 的 度量 ， 它 度量 化 了 这 个 拓 
扑 空间 ,又 称 该 空间 为 可 度量 化 。 相 似 地 ,拓扑 空间 叫做 可 伪 度 量 
化 , 当 且 仅 当 有 一 个 伪 度 量 使 得 拓扑 就 是 伪 度 量 拓扑 .因为 一 个 伪 
度量 为 度量 当 且 仅 当空 间 为 7 空间 ( 即 对 每 一 点 x, {x} 为 闭 集 )， 
故 空间 为 可 度量 化 当 且 仅 当 它 为 Ti~ 空 间 并 且 可 伪 度 量化 。 这 一 
节 的 一 切 定理 都 是 对 可 度量 化 空间 叙述 的 ， 而 对 可 伪 度 量化 空间 
的 相应 定理 自然 就 是 明显 的 了 。 

本 节 的 两 个 主要 定理 分 别 给 出 了 拓扑 空间 为 可 度量 化 且 可 
分 , 和 可 度量 化 的 充 要 条 件 。 其 中 的 第 一 个 是 经 典 的 Urysohn 度 
量化 定理 ; 它 的 证 明 的 所 有 片段 都 已 有 用 并 且 证 明 还 是 简单 的 ,也 
就 是 把 这 些 有 关 事实 适当 的 配合 在 一 起 。 而 第 二 个 定理 则 是 新 近 
才 证 明 的 〈 它 的 历史 将 在 本 节 最 后 的 注 中 给 出 )， 虽 然 通 过 对 
Urysohn 方法 的 适当 变形 就 可 以 证 明 条 件 的 充分 性 ,但 必要 任 还 需 
要 一 种 新 的 构造 。 至 于 所 要 引入 的 这 种 新 的 概念 的 进一步 研究 将 
在 第 五 章 的 末了 一 节 进 行 。 最 后 , 整个 度量 化 问题 在 第 六 章 中 还 
将 从 另 一 种 不 同 的 观点 来 讨论 ; 然而 那里 所 得 到 的 结果 并 不 包括 
本 节 的 定理 . | 

空间 可 度量 化 证 明 的 模型 是 很 简单 的 .根据 定理 4.14, 可 数 多 
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个 伪 度 量 空间 的 乘积 仍 为 伪 度 量 空间 .又 根据 柑 人 引 理 4.5, 若 FF 
为 Tr- 空 间 X 上 的 一 个 连续 浮 数 族 ， 其 中 FF 的 元 f 映 XX 到 空间 Y, 
AWM x Sx {Y,: FE F} 内 的 赋值 映射 为 一 个 同 胚 只 要 下 分 离 
AMZER GIE 4H XPS eX ~ 4 的 元 , 则 对 FF 的 某 个 
元 上 有 IWOSHALA). FE. 度量 化 T- 空 间 的 问题 就 化 为 寻找 
从 XX 到 某 个 伪 度 量 空间 的 可 数 多 个 连续 沙 数 的 族 F 使 得 F 分 离 点 
和 闭 集 (可 伪 度 量化 的 Ti- 空 间 必 为 可 度量 化 ). 

为 方便 起 见 ， 命 20” 表示 闭 单位 区 间 和 它 自己 的 可 数 多 次 乘 
积 ; 即 0” 为 所 有 从 非 负 整数 到 闭 单位 区 间 O RRR BRAE RIE B 
带 有 乘积 拓扑 . 

16 ”度量 化 定 更 en JLT TRIED Ty- 空间 
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om TEEI HORIE, R AIEG EN X HI ORA 
续 函 数 的 可 数 族 F, EO RB AMAR. 设 Z A xX Mts 
可 数 基 ,又 设 .ez 为 所 有 使 得 避 和 了 BT SHA U-CV A U,V) 
组 成 的 集 , 则 .er 显然 为 可 数 集 。 对 ,ez 中 的 每 一 个 偶 U,V), 选 
一 个 从 X 到 的 连续 函数 f 使 得 f 在 U 上 为 零 并 有 日 在 了 ~ 上 为 
1 (因为 由 Tychonoff 的 引 理 4.1 和 Urysohn 的 引 理 4.4 即 知 如 此 
的 函数 必 存 在 ), te F 为 如 此 所 得 的 函数 所 组 成 的 族 , 则 下 自然 也 
为 可 数 集 . 剩 下 要 证 的 是 : F 分离 点 和 闭 集 。 若 B 为 闭 集 , EX 
~B, BPN ee rE VCX ~ B, FAB RTU EG 
x€U-CV,W (U,V) €.e, 于 是 , 若 取 了 为 已 中 相应 的 元 , 则 有 
f(x) = 0& {1} = f[B]-.| 

我 们 容易 进一步 摘 述 出 上 面 的 度量 化 定理 所 能 应 用 的 拓扑 空 
lA AY 2B. 

17 定理 . Bx Ti- F 则 下 列 命 Ra 
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证 明 。 et EET O —> (b). 
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因为 由 定理 4.14 可 知 立方 体 0" 为 可 度量 化 ,再 由 问题 3.M 又 
知 它 满足 第 二 可 数 性 公理 ， 故 它 的 每 一 个 子 空间 为 可 度量 化 并 旦 
满足 第 二 可 数 性 公理 , 从 而 亦 为 可 分 , 即 有 (b) 一 (c). GER: 可 
分 空间 的 子 空 间 未 必 也 恒 为 可 分 空间 . ) 

最 后 ， 证 明 (e) —> (a)。 因 为 若 X 为 可 度量 化 并 且 可 分 , 则 它 
必 为 正则 空间 ， 并 且 由 定理 4.11 它 还 满足 第 二 可 数 性 公理 , 故 获 
证 .| 

对 于 不 可 分 空间 ， 度 量化 定理 仍然 严重 依赖 于 我 们 所 已 经 用 
过 的 想法 . 通过 对 研究 方法 的 简要 讨论 , 我 们 将 会 看 到 前 面 所 用 
的 办 法 还 能 得 到 改进 ，X 的 一 个 度量 的 作出 是 通过 寻找 从 X 到 一 
些 伪 度 量 空间 内 的 映射 的 族 ， 但 要 注意 ; 用 来 作为 值 域 空间 的 空 
间 只 是 闭 单 位 区 间 O. 我 们 再 用 稍微 不 同 的 形式 加 以 叙述 ， 即 车 
f 为 从 X 到 9 的 函数 ， 则 可 作出 X 的 一 个 伪 度 量 ， 只 要 命 dts, 
y) = |f(x) 一 f(y)|， 而 Urysohn 度量 化 定理 证 明 的 完成 就 是 利 
用 了 可 数 多 个 这 种 类 型 的 伪 度 量 , 现 在 的 问题 是 来 推广 这 种 作法 . 
若 卫 为 一 个 从 X 到 9 的 函数 族 ， 则 可 能 选取 的 一 个 伪 度 量 为 和 : 
25{11(Cx) 一 fCy)|: je F}， 为 了 使 得 从 X 到 伪 度 量 空间 (X,4d) 内 
的 恒 等 映射 为 连续 ,这 个 和 必须 对 于 * 与 y 连续 ,有 一 个 比 族 下 的 
有 限 性 要 弱 得 多 的 条 件 可 以 保证 这 种 连续 性 。 即 为 了 得 到 这 种 连 
续 性 ， 只 须 对 X 的 每 一 点 Ax 的 一 个 邻 域 总 使 得 除 有 限 多 个 开 
的 元 外 在 U 上 恒 为 零 ; 换言之 , 某 种 类 型 的 局 部 有 限 性 就 足够 了 . 
这 个 局 部 有 限 性 概念 就 是 我 们 解决 问题 的 关键 . 

我 们 称 拓扑 空间 的 子 集 族 .x 为 局 部 有 限 的 , 当 且 仅 当 该 空间 
的 每 一 点 有 一 个 邻 域 , 它 只 与 .er 的 有 限 多 个 元 相交 。 由 这 个 定义 
立即 推出 一 个 点 为 并 UL4:46 ,er }) 的 一 个 聚 点 当 且 仅 当 它 是 ,er 
的 某 个 元 的 一 个 聚 点 ,从 而 并 的 闭 包 为 闭 包 的 并 , 即 [U{4: 4E 
Ail = UA: Ae}. 又 易 见 所 有 o 的 元 的 闭 包 组 成 的 
族 亦 为 局 部 有 限 ， 我 们 又 称 族 .sx 为 离散 的 当 且 仅 当 该 空间 的 每 
一 点 有 一 个 邻 域 , 它 至 多 只 与 .er 的 一 个 元 相交 .显然 ,离散 的 族 
为 局 部 有 限 , 并 且 若 .er 为 离散 , 则 所 有 .ex 的 元 的 闭 包 组 成 的 族 
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亦 为 离散 。 最 后 ,我 们 称 族 xr Ao BMA (c BH) 当 且 仅 当 
它 是 可 数 多 个 局 部 有 限 ( 相 应 地 ,离散 ) 的 子 族 的 并 . 

现在 我 们 可 以 叙述 如 下 的 度量 化 定理 。 它 的 证 明 则 包含 在 其 
后 的 一 系列 引 理 之 中 。 

18 度量 化 定理 ， 对 于 任何 拓 赴 空间 下 列 三 个 杀 件 等 价 : 

(a) SLOT ARs 


因为 (20) 是 明显 的 ， Hes sag OCR Cb) >(a) 和 (a)— 
(c). 证明 的 第 一 步 是 给 出 Tychonoff 的 引 理 4.1 的 一 种 变形 . 

19 318. i} o 局 部 有 限 革 的 王 则 空间 恒 为 正规 宰 
间 . 
证 明 。 若 4 和 8 为 空间 X 的 互 不 相交 闭 子 集 ， 则 分 别 有 4 和 
BURAKA MY 使 得 和 的 每 一 个 元 的 闭 包 与 不 相交 ，% 
的 每 一 个 元 的 闭 包 与 4 不 相交 ,并 且 OMY 是 一 个 o 局 部 有 限 
E 有 的 子 族 , 政 由 此 即 得 2 = UL, nf wl 一 UL 
nE woj, HOY, SY, 均 为 局 部 有 限 的 族 。 命 Us 二 UW: WE 
ij; MV, = UW: WES n}, WUZ = UlLwW- we &,}, 
故 U5 与 8 不 相交 ， 类 似 的 有 VI 与 4 不 相交 。 这 正好 就 是 引 理 
4.1 证 明 中 所 出 现 的 情形 ， 如 同 那 里 一 样 命 Up= U, ~ U {Vi: 
k&n}, Vi=V,~ ULUR: Kn} 就 完成 了 证 明 . 事实 上 ,所 
有 集 U, 的 并 和 所 有 集 V 的 并 就 分 别 是 4 和 BB 所 需 的 互 不 相交 
的 邻 域 .| 

下 面 的 引 理 给 出 了 定理 4.18 中 所 指出 的 条 件 为 可 度量 化 的 充 
分 条 件 的 证 明 . | 

20 引 理 . 拓扑 有 -个 " 局 部 有 限 基 的 王 则 Ti- 宰 间 恒 为 可 度 
量化 . | | 
证 明 。 首 先 注 意 如 果 证 明了 存在 空间 X 上 的 伪 度 量 的 一 个 可 
XOK D EID 的 每 一 个 元 在 X X X 上 为 连续 并 且 对 和 的 每 一 个 闭 
SE AMX~ 4 的 每 一 点 x 有 DD 中 的 元 4 使 得 从 * 到 4 的 d- 距 
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离 为 正 , 那 末世 就 证 明了 XX 为 可 度量 化 ,这 是 因为 此 时 里 X 到 每 一 
个 伪 度 量 空间 CX, d) 内 的 映射 恒 为 连续 并 且 可 以 如 同 Urysohn 
定理 一 样 来 应 用 定理 4.5 和 定理 4.14， 因 此 ,现在 的 问题 是 具体 作 
出 如 此 的 族 D, 

设 禾 为 X 的 拓扑 的 o 局 部 有 限 基 ,又 设 络 = (Bon n€ wt; 
其 中 每 一 个 更。 均 为 局 部 有 限 . Wem Ae 的 每 一 个 序 偶 和 
B 的 每 一 个 元 U0, 命 U AMA BS, 中 这 样 的 元 的 并 , 它 的 闭 包 
包含 在 U 内 ， 因为 Z, 为 局 部 有 限 ， 故 UV 的 财 包 为 忆 的 一 个 子 
集 ， 于 是 由 定理 4.19 和 定理 4.4 有 一 个 从 义 到 单位 区 间 的 连续 水 
数 fo 使 得 它 在 U 上 为 1 并且 在 X~U 上 为 0。 命 d(x， y= 
Z{lfuG) — fu) |: UE Ba}, 则 4 在 XXX 上 的 连续 性 是 Bo 
的 局 部 有 限 性 的 一 个 直接 推论 。 最 后 , fD 为 如 此 得 到 的 伪 度 量 
的 族 ， 则 因 每 一 个 伪 度 量 由 整数 的 一 个 序 偶 所 作出 ， 故 刀 为 可 数 
tE. 此 外 , 若 4 为 X 的 一 个 闭 子 集 并 且 rE X ~ A, WARA mA 
Bn POKHSUR xE UCX ~ A, NHRD nA BS, POE 
VA x¢€VH#EV-CU, 显然 ， AT ST eT TPES d, x F] 
AW) 4d- 距 离 至 少 为 1.| 

剩 下 的 是 度量 化 定理 证 明 的 最 有 趣 的 部 分 ， 也 就 是 证 明 每 一 
个 度量 空间 有 一 个 c 离散 基 . 有 一 个 比 它 更 强 的 结果 ， 并 且 这 个 
更 强 的 定理 为 以 后 所 需要 , 为 此 我 们 先 引 人 一 个 新 概念 。 我 们 称 
集 X 的 覆盖 SABE. 的 一 个 加 细 当 且 仅 当 多 的 每 一 个 元 为 
.sf 的 某 个 元 的 一 个 子 集 。 例如, 在 度量 空间 内 , 所 有 半径 为 1/2 
的 开 球 组 成 的 族 就 是 所 有 半径 为 1 的 开 球 组 成 的 族 的 一 个 加 细 . 
下 面 的 定理 表明 : 伪 度 量 空间 的 任何 开 覆 盖 有 一 个 ac 离散 的 开 的 
加 细 。 由 此 即 知 , 每 一 个 伪 度 量 拓扑 有 一 个 xc 离散 基 , 这 是 因为 我 
们 可 以 选取 由 所 有 半径 为 1/a 的 开 球 所 组 成 的 覆盖 的 一 个 o 离散 
MA B., 并 且 所 有 族 B, 的 并 又 是 一 个 o 离散 基 。 这 个 事实 也 
就 完成 了 度量 化 定理 4.18 的 证 明 . | 

21 EE. OEERAOS SPR) o 离散 的 开 的 
加 细 . 
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证 明 .， 设 人 为 伪 度 量 空 间 (X, d) 的 一 个 开 覆 盖 。 证 明 的 第 
一 步 是 把 和 的 每 一 个 元 已 分 解 成 “同心 圆 ， 对 每 一 个 正 整 数 n 
和 2 的 每 一 个 元 0, te U, 为 所 有 使 得 dist[x;X ~ U] 2 27-7 BY 
U 的 元 * 组 成 的 集 , 则 由 三 角 不 等 式 显 然 有 dist[U,,X ~ Us 之 
2 一 2-"-~! 一 2-"-1。 选 一 个 关系 一 使 得 族 YW 为 良 序 ( 见 预备 知识 
定理 25(h)) ,并且 对 每 一 个 正 整 数 > 和 人 的 每 一 个 元 0, 命 Us 一 
U, ~ UVa: VER 且 V<U}， 则 对 每 一 对 人 2 中 的 U 与 V 
和 每 一 个 正 整数 2 有 UCCX ~ Vs 或 VaCX ~ Urs 而 这 依 
赖 于 在 序 的 意义 下 U 是 在 V 之 后 ,还 是 之 前 ,显然 在 任何 一 种 情况 
PA dist[ Ux, VF] > 277, WERA Be M Us 为 所 有 这 样 
的 点 * 组 成 的 集 , 它 使 得 从 x 到 UF 的 距离 小 于 2- 一， 则 dist[ Uz, 
Vil 之 2-"”?， 因 而 ,对 每 一 个 确定 的 2, 所 有 形 如 Uz 的 集 组 成 的 
KARR. mK 为 对 一 著 x 和 所 有 人 中 的 UU 的 UF 组 成 的 族 ， 
WS 为 X 的 一 个 开 覆 盖 , 这 是 因为 若 忆 为 2U 中 这 样 的 元 中 的 第 
一 个 , 它 使 得 * 属于 它 , 则 对 某 个 了 有 re U7 KZU UCU, A 
此 , KH QU 的 一 个 o 离散 的 开 的 加 细 .| 

22 注 记 .实际 上 是 有 两 个 度量 化 问题 ,其 中 的 拓扑 问题 就 是 
我 们 所 已 经 讨论 过 的 ,而 一 致 度量 化 问题 将 在 第 六 章 再 来 讨论 ( 那 
里 给 出 了 它 的 详细 的 叙述 和 历史 ). 在 这 两 个 问题 中 ,十 分 奇怪 的 
是 后 一 问题 得 到 圆满 解决 要 比 前 一 问题 早 得 多 。 虽然 Urysohn E 
理 只 讨论 了 一 种 特殊 情形 ， 但 直到 不 久 以 前 它 还 是 拓扑 问题 中 最 
满意 的 定理 。 现 在 的 这 种 令 人 满意 的 情况 ， 它 的 天 键 是 由 两 篇 文 
章 完 成 的 。Dieudonné 中 开始 了 具有 这 样 性 质 的 空间 的 研究 , 即 每 
一 个 开 覆 盖 有 一 个 局 部 有 限 的 开 的 加 细 〈 仿 紧 空间 ; 见 第 五 章 ). 
A. H. Stone"! 证 明了 每 一 个 可 度量 化 的 空间 必 为 仿 紧 空间 (这 个 
定理 的 一 个 特殊 情形 已 由 C. H. Dowker' 在 早 些 时 候 证 得 )。 局 
部 有 限 的 刻 划 由 几 位 数学 家 发 现 , 特 别 是 Nagata’! 和 Smirnov 
mo 离散 的 刻 划 则 属于 Bing""1。 可 度量 化 条 件 的 必要 性 (定理 
4.21) 的 证 明 事 实 上 是 Stone 的 仿 紧 性 证 明 的 初始 片段 . 

Smirnov™ 也 证 明了 从 仿 紧 和 局 部 可 度量 化 缠 含 可 度量 化 。 
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最 后 ， 给 出 的 度量 空间 作用 的 一 个 简短 陈述 。 我 们 知道 在 泪 
析 学 中 所 出 现 的 空间 大 多 数 是 伪 度 量 空间 ， 而 不 是 度量 空间 ; HA 
在 度量 化 问题 中 通过 份 度量 的 作法 也 还 是 方便 的 。 当然 , 通常 我 
们 可 以 用 一 个 和 它 相 联系 的 度量 空间 来 代替 伪 度 量 空间 (定理 
4.15), 然而 取 商 空间 的 方法 有 些 元 繁 ， 并 且 对 大 多 数 场合 来 讲 要 
R d(x,y) =0 YENY =y 是 完全 无 关 的 我们 还 可 以 试图 
只 使 用 伪 度 量 ,但 这 有 不 便 之 处 , 例如 ， 当 我 们 去 构造 拓扑 映射 时 
就 会 如 此 。 一 种 可 能 的 出 路 是 把 “拓扑 映射 重新 定义 为 拓扑 之 间 
的 一 种 关系 , 它 诱 导出 一 个 一 对 一 保持 交 和 并 的 映射 。 


ia] 题 


A 正则 空间 

(a) 设 X 为 正则 空间 ,又 设 多 为 所 有 形 如 {x}- 的 子 集 的 族 , 其 中 * 属于 
X， 则 乡 为 和 的 一 个 分 解 ， 从 和 到 商 空间 乡 上 的 射影 为 既 开 又 新 的 上 映射 并 县 
该 商 空 间 为 正则 Hausdorff Sik], 〈 若 4 是 X& 的 既 开 又 闭 的 子 集 ， 则 当 red 
时 {x}- CA4.) 

C) 正则 空间 的 乘积 仍 为 正则 空间 . 


B ”度量 空间 上 的 函数 的 连续 性 

Miike aia (X, d) 到 伪 度 量 空 间 (Y, e) 的 函数 了 为 连续 当 且 仅 
当 对 和 中 的 每 一 个 xz 和 每 一 个 se > 0 有 5 > 0 使 得 当 d(x,y) <5 hj elle), 
i(y))<e, 


c “关于 度量 的 问题 

设 f 为 定义 在 非 负 实数 集 上 的 连续 实 值 函 数 并 且 f(x) =0 当 且 仅 当 
*=0, Mik f 非 降 并 且 对 一 切 非 负 的 x 与 有 f(x 十 yy) 二 f(x) +O). 
(满足 最 后 这 个 条 件 的 函数 叫做 次 可 加 .) 若 (X,4) 为 度量 空间 并 且 ce(x,y)= 
1(4(x, y)) > (X, ¢) 也 为 度量 空间 并 且 空 间 (CX, e) 的 度量 拓扑 与 (X,4) 的 
度量 殷 扑 相同 .【《〈 这 个 结果 的 一 个 特殊 情形 在 文献 中 时 常 出 现 : R)I, 
(1 十 *),) 
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D KF FEY Hausdorff 度量 

设 (X, d) 为 具有 有 限 直径 的 度量 空间 ,又 设 .x 为 所 有 闭 子 集 组 成 的 族 ， 
Wr > 0 和 .中 的 4 命 V,(A) = {x: dit(z, 4)<r}, HAM A AB, 
定义 4(4,B) = inf{r; ACV,(B) 日 BcV,(4)}, 4 叫做 Hausdorff FE, 
它 不 同 于 正文 中 所 利用 的 集 之 间 的 距离 . 

(a) (of, d) 为 度量 空间 并 且 变 Xx 中 的 x 为 4 中 的 {x} 的 映射 为 从 X 到 
必 的 一 个 子 空间 上 的 等 距 . 

(b) .的 Hausdorff 度量 的 拓扑 并 不 能 由 X 的 度量 拓扑 所 决定 。 例 如 ， 
设 X 为 正 实数 集 ， Mik dlr, y) = |x/(1 xz) 一 y/(1 + *)], e(z, y) = 
min[1, |æ 一 yi 1, 则 《XX， 4) 与 (X， <) 的 度量 拓扑 相同 ， 但 (A, a’) 和 (a, e’) 
却 不 相同 。 CE (r, d) 中 正 整 数 集 为 所 有 它 的 有 限 子 集 组 成 的 族 的 一 个 诊 
点 .) 

注 ”关于 这 个 论题 的 情况 和 文献 见 Michasl[ 2]。 


E 关于 正规 空间 的 乘积 的 例子 (序数 ) 

一 般 地 说 ， 正 规 空间 的 乘积 并 不 是 正规 空间 2。 设 9。 为 所 有 小 于 第 一 
个 不 可 数 序数 8 的 序数 组 成 的 集 , 又 设 9' 为 9,U {2}, 并 且 每 一 个 都 带 有 序 
th. | 

(a) 交错 引 理 。 设 (xe, nEw) 和 {yns nEw} 为 9。 中 的 两 个 序列 并 
上 且 对 每 一 个 > 有 <<a, 则 这 两 个 序列 收敛 于 9, 中 的 同一 个 点 . 

(b) 若 4 和 BH 9 的 互 不 相交 闭 子 集 , 则 9 不 能 同时 是 4 和 B 的 来 点 . 

(c) 9, 和 9' 均 为 正规 空间 。 (车 4 和 5 为 互 不 相交 闭 于 集 并 且 4UB 
的 第 一 个 点 属于 4, 则 可 找到 有 限 序列 dos bos tista, (或 bn) 使 得 a;€ 4， 
bi EB 并 且 对 每 一 个 i 没有 4 中 的 点 位 于 a He 之 闻 ， 也 没有 中 的 点 位 
于 到 和 e+: 之 间 , 此 时 区 间 Cais b) 为 既 开 又 闭 .) 

(d) 着 /为 从 9, 到 2, 的 函数 , 它 使 得 对 每 一 个 * 有 ISe, WH 
个 0。 中 的 *, 点 (ear) 为 1 的 图 形 的 聚 点 。 (归纳 地 定义 序列 ref; = Hn) 
注意 He <P (He) Stags 并 且 利 用 交错 引 理 .) 

(e) 乘积 9。x 9' 不 是 正规 空间 。( 设 4 为 所 有 点 (*z) 组 成 的 集 ,又 设 
B = 0.x {0}, #U % 4 BR A 2) 为 大 于 * 并 且 使 得 (x,1(*)) EU 的 


1》 利 用 下 一 章 的 方法 这 个 问题 的 一 部 分 可 以 得 到 稍 许 加 强 . 然而 ,此 处 所 给 出 的 
事实 后 画 将 妥 用 到 ， 我 相仿 该 例子 独立 地 属于 J. Dicudonné 和 A. P Morse, 
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最 小 序数 , 则 《〈d) 可 以 应 用 .) 


F ”关于 正规 空间 的 子 空间 的 例子 〈Tychonoft 板 ) 

正规 空间 的 子 空间 可 以 不 是 正规 空间 . 设 9 为 不 大 于 第 一 个 不 可 数 序 
数 9 的 序数 组 成 的 集 又 设 © 为 不 大 于 第 一 个 无 限 序数 % 的 序数 组 成 的 集 并 
且 每 一 个 都 带 有 序 拓扑 ， 则 乘积 xw 叫做 Tychonoff 板 。 不 难 直 接 证 明 
它 是 正规 空间 ,这 个 事实 也 是 下 一 章 的 一 个 定理 的 直接 推论 . 设 X 为 (2"x 
wo)~{(9,w%)}， 即 从 Tychonoff 板 中 去 掉 一 点 ,又 设 4 为 所 有 XX 中 第 一 个 
坐标 为 9 的 点 组 成 的 集 ，B 为 所 有 第 二 个 毕 标 为 。 的 点 组 成 的 集 ， 则 4 和 B 
不 存在 互 不 相交 的 邻 域 ，( 车 0 是 4 的 邻 域 , 对 中 的 *, 命 f(*) 为 使 得 当 
y>f(z) A Os =) E U 的 第 一 个 序数 , 则 f 的 值 的 上 确 界 小 于 2.) 


G 商 的 乘积 和 非 正 则 的 Hausdorff 空间 的 例子 

设 芝 为 非 正规 的 正则 Hausdorff 空间 ,又 设 4 和 8 为 互 不 相交 的 闭 集 并 
且 使 得 4 的 每 一 个 邻 域 与 8 的 每 一 个 邻 域 相交 ,再 设 和 为 所 有 (x,*) 组 成 的 
集 , 其 中 *EX (人 为 X 上 的 恒 等 关 系 )， 

(a) 设 = 人 UCAd4x4)， 则 R 为 XXX 中 的 闭 集 ,并 且 商 空间 X/R 为 
非 正 则 的 Hausdorff 空间 。 ( 商 空间 的 元 为 4 和 {x}, 其 中 *EX~A,) 

(b) i$ S= AU(AKXA)UCBXB), WS AX xX 中 的 闭 集 , 但 X/5 为 
非 Hausdorff 空间 。(X/S 的 元 为 4。 BAI {x}, 其 中 x*€X~(4UB).) 

(c) 存在 从 和 xX 到 (X/S)x(X/S) 上 的 自然 映射 ， 它 映 (e y) 为 
(S[x]，5[y])。 我 们 自然 要 问 该 映射 是 否 为 开 上 映射 ,假如 X/5 给 定 商 拓扑 并 
且 (X/S) x(X/5) 和 X xX 给 定 乘积 拓扑 . (这 等 价 于 问 商 的 乘积 是 否 拓扑 等 
WERE HES (>) 中 所 定义 的 关系 , 则 该 映射 不 是 开 上 映射 (考虑 
AX 8 的 邻 域 XXX~(AXAUBXBUA),) 


H 可 遗传 ,可 乘 和 可 除 的 性 质 

空间 的 性 质 叫做 可 遗传 当 且 仅 当 具有 P 的 空间 的 每 一 个 子 空 间 也 A 
AP, 叫做 可 乘 当 且 仅 当 具有 卢 的 空间 的 乘积 也 具有 P, 叫做 可 除 当 且 仅 当 
每 一 个 具有 P 的 空间 的 商 也 具有 P, 车 考虑 性 质 : Ti H = Hausdorff, R= 
EM, CR= 全 正则 ， T = Tychonoff, N= E C = 连通 ，5 = 可 分 ， 
Ci 二 第 一 可 数 性 公理 ，Cr = 第 二 可 数 性 公理 ，M 一 可 度量 化 以 及 L= 
Lindelaft， 则 下 列 的 表 可 由 二 或 一 所 填 满 ， 它 是 根据 每 列 上 端的 性 质 是 否 为 
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左 端 所 指出 的 类 型 来 填 的 。 请 通过 反例 (多 数 必须 的 例子 已 经 在 各 个 问题 中 
叙述 过 ) 或 推 证 (当成 立时 ) 来 证 明 . 


7, H R CR T N C S C Cy M L 
FRIE t 十 十 + 二 一 一 一 AT + +t 
Fe + + + 二 二 一 二 一 一 一 一 一 
可 除 一 一 一 一 一 一 二 二 一 一 一 + 


若 改 变 该 间 题 ,而 只 考 虚 闭 子 空间 或 开 映 射 , 则 得 到 完全 不 同 的 结 


1 半 开 区 间 空 间 

设 X 为 具有 半 开 区 间 拓 扑 的 实数 集 ( 所 有 半 开 区 间 [a 4) 的 族 为 一 个 
基 , ILJA 1.K 和 1.1), 则 

(a) X 为 正则 空间 ， 

(b) X 为 正规 空间 .。 (回顾 一 下 ,x He-TPAFREA IRS RE.) 

(c) 乘积 空间 X x X HARMS), GRY —{(4,y): x* 十 y= 二 1}, 又 
ik 4 为 所 有 第 一 个 坐标 为 无 理 数 的 Y CNR, B= X~A, MEUNMV A 
4 和 B 的 互 不 相交 的 邻 域 ， 又 对 4 中 的 x*， 命 IC) = sup{e: [x, x + e)x 
[1— x, 1 一 x 二 <c)cU}， 则 1 为 所 有 无 理 数 的 集 上 的 泣 数 并 且 恒 不 为 
零 ， 这 时 ， 了 矛盾 的 导出 是 依赖 于 如 下 的 事实 , 即 对 某 个 正 整数 有 一 个 有 理 
数 , 它 是 {x; (xe) 21/2} HRA. 而 这 个 事实 则 是 实数 空间 〈 带 有 通常 拓 
寺 上 为 第 二 范畴 定理 ( 见 第 七 章 ) 的 一 个 明显 推论 ， 但 要 给 出 它 的 直接 证 明 似 
乎 还 有 困难 .) | 

Æ 这 个 例子 属于 Sorgenfrey! i, 


J 实 连续 函数 零点 的 集 

拓扑 空间 的 子 集 叫 做 一 个 G6。 当 且 仅 当 它 是 一 个 可 数 开 集 族 的 元 的 交 . 

(a) Æ I AX EMER BRR, WF LO] 为 一 个 G. CE {0} 为 实数 
空间 的 一 个 Ge.) 

(b) 若 4 为 正规 空间 X 中 的 一 个 Gi 则 存在 连续 实 值 函 数 了 使 得 4 = 
[o]. 


K ”完备 正规 空间 
拓扑 空间 叫做 完备 正规 当 且 仅 当 它 为 正规 空间 并 且 每 一 个 闭 子 集 为 一 


个 Ce。 
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(2) 每 一 个 伪 度 量 空间 为 完备 正规 空间 ， 
(b) 不 可 数 多 个 单位 区 邮 的 乘 避 不 是 完备 正规 空间 。 《在 这 种 空间 内 ， 
G, 不 能 由 一 个 单独 的 点 组 成 .) 


L 全 正则 空间 的 刻 划 
拓扑 空间 为 全 正则 空间 当 且 仅 当 它 同 胚 于 伪 度 量 空间 乘积 的 一 个 子 空 
(al. 


M 正规 空间 的 上 半 连 续 分 解 
正规 扼 扑 空间 关于 闭 连 续 有 映射 的 像 仍 为 正规 空间 ， 
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第 五 章 紧 空间 


紧 扰 扑 空间 的 概念 4 和 本 书 所 研究 的 每 一 个 概念 一 样 ) 是 实数 
集 的 某 种 重要 性 质 的 一 种 抽象 . 古典 的 Heine-Borel-Lebesgue 定理 
表明 实数 空间 的 闭 有 界 子 集 的 每 一 个 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 .这 
个 定理 具有 非常 深远 的 影响 ,因此 和 一 些 最 佳 的 定理 一 样 , 它 的 结 
论 就 变 成 了 定义 ， 我 们 称 拓 扑 空间 为 紧 ( 重 紧 ) 的 当 且 仅 当 每 一 个 
开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 ”. 拓扑 空间 的 子 集 4 叫做 紧 集 当 且 仅 当 它 
关于 相对 拓扑 为 紧 , 等 价 地 说 , 4 为 紧 集 当 且 仅 当 4 的 每 一 个 由 X 
的 开 集 组 成 的 复 瘟 有 有 限 子 独 盖 . 


等 价 性 


本 节 主 要 利用 闭 集 ,收敛 , 基 和 子 基 来 给 出 紧 性 的 刻 划 . 

我 们 称 集 族 .or 具有 有 限 交 性 质 当 且 仅 当 .e 的 每 一 个 有 限 子 
族 的 元 的 交 为 非 空 。 通 过 De Morgan 公式 (预备 知识 定理 2)， 我 
们 容易 建立 这 个 概念 和 紧 性 之 间 的 联系 . 

1 定理 . PRE 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 
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证 明 。 若 .为 拓扑 空 间 X 的 一 个 子 集 族 ， 则 由 De Morgan 
- BR, X~ UA: AE} = NIX ~ A: Ab Lew}, Mie 4 
XW—P RS SAMA er 的 元 的 余 集 的 交 为 空 集 . 但 空间 
X 为 紧 当 且 仅 当 每 一 个 不 存在 任何 有 限 子 族 能 够 覆盖 和 X 的 开 集 疼 
都 不 是 X 的 一 个 覆盖 ， 因而 又 当 且 仅 当 每 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 
闭 集 族 有 非 空 的 交 .| 

1D“ 紧 ”一 词 也 有 用 来 表示 “ 列 紧 ? 和 “可 数 紧 "( 本 章 最 后 的 问题 中 的 术语 ). 而 N. 

Bourbaki 和 他 的 同事 们 则 是 对 紧 Hausdorff ai ae Ai aa. 
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2 EE. HIE X 为 紧 党 且 仅 当 x HHT MMe 

因而 ，X 为 紧 当 且 仅 当 x 中 的 每 一 个 网 有 收敛 于 XX 中 的 点 的 
FH. 

证 明 . 设 {S。 nE D} 为 紧 拓 扑 空 间 X 中 的 一 个 网 ,又 对 忆 中 
的 每 一 个 ”， 命 A, 为 所 有 Sm 组 成 的 集 其 中 mw 之 n, 则 因 DD 关 于 之 
为 有 向 集 , 故 所 有 集 4, 的 族 具有 有 限 交 性 质 , 从 而 所 有 闭 包 47 组 
成 的 族 也 具有 有 限 交 性 质 . 由 于 X 为 紧 ， 所 以 有 一 点 * CRTE 
— An, 于 是 由 定理 2.7 便 知 这 样 的 点 * 就 是 网 {Sa ED} 的 

SIEM. WX ene 合并 且 其 内 的 每 一 个 网 均 有 育 
点 ,又 设 ,sr 为 X 的 一 个 闭 子 集 族 并 且 具 有 有 限 交 性 质 ， 定义 B 
为 所 有 ,wr 的 元 的 有 限 交 的 族 , 则 @ 也 具有 有 限 交 和 性质 ,并 且 从 
aw OB 可 推出 我 们 只 须 证 人 由 {B: BE SsAHES. AMY SW 
两 个 元 的 交 仍 为 SW RMS 关于 己 为 有 疝 集 。 如 果 我 们 对 每 
一 个 B 中 的 下 选 一 个 元 Ss, ABH {Ss BEB) POX, 
AMARAS! BACA BULHE CCB, 则 Sc€E CCB, 故 
网 {5g，BE B@} 最终 地 在 闭 集 妃 内 ,于 是 聚 点 * 属于 B. KKH 
s 属于 多 的 每 一 个 元 , 亦 即 所 有 B 的 元 的 交 为 非 空 。 

最 后 ,定理 的 第 二 个 结论 由 定理 2.6 (点 * 为 网 8$ 的 聚 点 当 且 
仅 当 $5 有 某 个 子 网 收敛 于 *) 即 可 推出 .| | 

在 某 些 情况 下 ， 我 们 可 以 通过 子 集 的 到 点 的 存在 性 来 给 出 紧 
性 的 刻 划 .三面 的 一 系列 引 理 及 其 随后 的 定理 就 指出 了 这 种 情 
ih. 本 章 最 后 的 问题 又 将 证 明 这 里 所 加 的 限制 还 是 必要 的 .为 方 
便 起 见 , 我 们 在 氢 述 结果 时 将 利用 聚 点 概念 的 一 种 变形 。 我 们 称 
点 x 为 集 4 的 w 聚 点 当 且 仅 当 x 的 每 一 个 邻 域 都 包含 无 限 多 个 4 
的 点 ， 显 然 , 一 个 集 的 每 一 个 呈 聚 点 也 是 该 集 的 聚 点 ,并 且 当 空间 
AT, 空间 时 其 逆 亦 真 ， 

? SIR. HSS PPR RE RB PER 
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证 明 。 假 设 每 一 个 序列 有 聚 点 ,并且 4 为 无 限 子 集 ,; 则 4 中 必 
有 一 个 从 同 的 点 的 序列 (一 个 一 对 一 的 序列 ), 而 这 样 的 序列 的 每 
一 个 聚 点 显然 就 是 4 的 四 聚 点 ， 

反之 ， 若 拓扑 空间 的 每 一 个 无 限 子 集 有 om 聚 点 ， 并 且 {S 
new} 为 空间 中 的 一 个 序列 ， 则 必定 出 现下 列 两 种 情形 之 一 : 或 
者 序列 的 值 域 为 无 限 , 或 者 序列 的 值 域 为 有 限 , 在 前 一 种 情况 下 ， 
该 无 限 集 的 每 一 个 w 诊 点 就 是 这 个 序列 的 豪 点 ， 而 在 后 一 种 情况 
下 ， 存 在 空间 的 基 个 点 * 使 得 对 无 限 多 个 非 负 整数 x 有 OS, = *， 
即 x 为 该 序列 的 聚 点 .| 
4 引 理 。 若 X 为 Lindelaf 空间 并 且 克 中 的 每 一 个 序列 都 月 
点 ， 则 X 为 紧 . 

HA. 按照 定义 ， 我 们 必须 证 明 X 的 每 一 个 开 覆 盖 有 有 限 子 
Gm. 但 根据 假设 ， 我 们 又 不 妨 假定 该 开 覆 盖 由 集 46，A1,*……， 
4,，" -所 组 成 ,其 中 zz RT o. 现在 ,按照 归纳 方法 进行 , 命 Bo 一 
Ay, 并 且 对 每 一 个 ww 中 的 p, fir Bs 为 4 的 序列 中 第 一 个 不 能 由 
Bo, Bitte Bea BEI. WARK AAA RAAT RE, 
那 末 已 选 出 的 集 就 是 所 需 的 有 限 子 覆盖 .否则 ， 对 每 一 个 中 的 
,可 以 选取 Bj 中 的 一 点 by 使 得 当 i 二 Pp 时 bp B;， 设 x 为 该 序 
IURA WIS Pw xe Bp, PE ARARE EH A RA 
a> bp 使 得 bs€ Br, RFA. | 

下 一 定理 概述 了 关于 序列 , 子 序列 ,到 点 和 紧 性 之 间 的 联系 ， 

5 定理 . 若 生 为 拓扑 空间 ， TRAITS 对 所 
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证 明 ， 引 理 5.3 表明 (a) SOF (b)、 因 为 序列 是 网 的 特殊 
情形 , 改 由 定理 5.2 即 得 (d) 蕴含 (b)， | 

车 X 满 足 第 一 可 数 性 公理 ， 则 电 定 理 2.8 便 知 (b) 和 (c) 等 
价 . 

车 xX 满足 第 二 可 数 性 公理 , 则 每 一 个 开 覆 盖 有 可 数 子 覆 盖 , 沽 
而 再 利用 引 理 5.4 这 四 个 命题 就 都 等 价 . 

若 义 为 伪 度 量 空间 , 则 X 满 足 第 一 可 数 性 公理 ,从 而 前 三 个 条 
件 等 价 并 且 甚 中 的 每 一 个 均 可 由 紧 性 推出 ， 于 是 欲 证 本 定理 只 须 
证 每 一 个 无 限 子 集 都 有 聚 点 的 伪 度 量 空间 必 为 可 分 ， 因 为 这 时 该 
空间 就 自然 满足 第 二 可 数 性 公理 .假设 XX 为 具有 上 述 性 质 的 伪 度 
BS, 对 正 数 +, 考虑 所 有 这 样 的 集 4 组 成 的 族 , 它 使 得 4 He 
意 两 个 不 同 的 点 的 距离 至 少 为 +, 根据 预备 知识 定理 25 易 见 该 集 
族 有 一 个 极 大 元 4,. 这 个 集 4, 一 定 是 有 限 集 ,因为 以 X 的 每 一 点 
为 球 心 的 +/2 球 至 多 包含 4; 的 一 个 元 ， 亦 即 A, 没有 聚 点 ， 同 时 
以 X 的 每 一 点 x 为 球 心 的 > 球 一 定 与 4, 相交 ,因为 4; 为 极 大 ; 否 
则 就 可 以 把 x 添加 到 4, 内 .最 后 , 命 4 为 所 有 集 A, 的 并 ,其 中 > 
取 遍 所 有 正 整 数 的 倒数 , 则 4 为 可 数 集 并 且 它 显然 在 X 中 稠密 .| 

BAG 多 是 紧 空 间 X 的 拓扑 的 一 个 基 并 且 .sr 是 由 多 的 元 
组 成 的 X 的 一 个 覆盖 , 则 .sr 有 有 限 子 覆盖 .反之 , 假设 SHR 
扑 的 一 个 基 并 且 由 络 的 元 组 成 的 每 一 个 覆盖 有 有 限 子 覆盖 ,此 
MEO OXHERABE, ir 为 所 有 满足 后 一 条 件 的 B 的 
元 所 构成 的 族 : CEC 中 某 个 元 的 子 集 ， 则 因 @ 是 一 个 基 , 故 
Ke 是 和 的 一 个 覆盖 ,从 而 .er ABR SRE wr, 再 对 .ex 的 
每 一 个 元 , 选 史 的 一 个 元 包含 它 , 即 得 甸 的 一 个 有 限 子 覆 盖 ， 这 
就 证 明了 著 “ 拓 扑 的 一 个 基 为 紧 ”, 则 空间 亦 为 紧 ， 这 是 一 个 有 用 ， 
但 不 很 深刻 的 结果 . 关于 子 基 的 相应 定理 则 既 深刻， 又 有 用 
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CE. SAMEER, RIM ERTER MASE 
oy RET XE SAR 36 A 当 且 仅 当 它 没有 任 休 


e128 。， 


有 限 子 族 能 够 绑 盖 关于 是 ,六 的 紧 性 的 定义 又 可 和 叙述 成 :每 一 个 
有 限 不 充分 的 开 集 族 是 不 充分 的 . 注意 到 有 限 不 充分 的 开 集 族 的 
类 有 有 限 特征 ,因此 由 Tukey 引 理 (预备 知识 定理 25 (c)) 便 知 每 
一 个 有 限 不 充分 的 族 包 含 在 一 个 极 大 族 内 . 这样 的 极 大 有 限 不 充 
分 的 族 .er 有 一 个 特殊 性 质 , 它 可 以 如 下 确定 ?3， 若 C& .oz 并且 
C 为 开 集 , 则 由 极 大 性 有 ,exr 的 有 限 子 族 Aitte Am 使 得 CUA 
U---U4, 一 X， 故 没有 包含 5 的 开 集 能 够 属于 .gr KEDY 
另 一 个 开 集 并 日 Dew, WA er 中 的 Bitetto B, 使 得 DUB, 
U---UB, =X, 从 而 由 得 单 的 集 论 运算 就 有 (CND)UAU-::- 
UAmU BiU UB, =X, JEM CADS .or .因此 ,车 一 个 有 限 
的 开 集 族 不 存在 属于 27 的 元 ， 则 也 不 存在 包含 该 有 限 族 的 交 的 
开 集 能 够 属于 v; MEZA ,ez 的 一 个 元 包含 一 个 由 开 集 组 成 
的 有 限 交 Ci 们 Cj 但 …… 作 Cy， MAERT CGE. 

现在 转向 定理 的 证 明 . 假设 9 为 一 个 子 基 并 且 由 的 元 所 
组 成 的 每 一 个 开 覆 盖 有 有 限 子 覆 盖 .〈 即 每 一 个 有 限 不 充分 的 子 族 
是 不 充分 的 ), 又 假设 B 为 一 个 由 X 的 开 子 集 组 成 的 有 限 不 充分 
的 集 族 , 则 有 一 个 包含 多 而 又 和 它 同样 类 型 的 极 大 族 > F 
这 时 我 们 只 须 证 er 是 不 充分 的 。 因 为 所 有 属于 SKI wr 的 元 的 
KS 0 .ex 为 有 限 不 充分 的 , SN er 不 能 覆盖 AX, 于 是 欲 证 
本 定理 又 只 须 证 U{4: 46 .or} 中 的 每 一 点 都 属于 ULA: AE 
Sw}. HFS 为 一 个 子 基 ， 所 以 .ez 的 元 4 的 每 一 点 x 属 
于 某 个 包含 在 4 内 的 S 的 元 的 有 限 交 ,再 根据 上 一 段 的 讨论 便 知 
该 有 限 族 的 某 个 元 属于 .or ,因而 UL4:46e.ezri 一 Uld:4652 
Na), WA ERIE. | 


Re PE A 5} A tE 
本 节 我 们 来 考察 其 性 与 所 谓 的 分 离 公理 相 联 系 的 一 些 结论 ， 


1) 问题 2.1 恰好 就 是 此 处 所 需要 的 结果 。 
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并 且 在 每 一 种 情况 下 所 证 明 的 定理 都 假定 以 “ 紧 集 ”代替 “点 的 分 
离 公 理 (Hausdorff, 正则 ,全 正则 )， 另 外 还 导出 了 关于 从 紧 空 间 

到 Hausdorff 空间 内 的 连续 上 映射 的 一 个 简单 而 重要 的 推论 。 最 后 
证 明了 A. D. Wallace 的 一 个 分 离 定 理 ， 它 包括 在 它 前 面 的 大 多 
数 定理 . 

不 难看 出 , 紧 空间 X 的 闭 子 集 4 必 为 紧 集 ， 因为 从 4 为 闭 集 可 
推出 对 4 中 的 每 一 个 网 有 子 网 收敛 于 4 中 的 点 ,， (一 个 在 紧 性 定 
义 基础 上 的 直接 证 明 几 平 也 同样 简单 . ) RAR AHR 4 为 平 
庸 空间 X( 只 及 和 空 集 为 开 集 ) 的 非 空 真子 集 , 则 4 为 紧 集 ,但 不 
EAH. R 4X 2 Hausdorff 空间 时 这 种 情况 不 可 能 出 现 . 

7 TH. AA Hausdorff 空间 X 的 紧 子 集 ， Xx x IX ~ AR 
点 ， 则 有 x 和 4 的 互 不 相交 的 邻 域 

Ai Hausdorff 空间 的 每 一个 紧 子 集 必 为 闭 集 | 

征明， 因为 X 为 Hausdorff 空间 , 故 对 4 的 每 一 点 ”有 一 个 邻 
域 口 使 得 x 不 属于 闭 包 5-, 但 4 为 紧 集 , 于 是 有 覆盖 4 的 有 限 开 
集 族 Uos Urste Un 使 得 当 i = 0, 1,-…,n 时 x& UF, 从 而 者 命 
V = U{U;: i= 0,1,---, 2}, MACY ŻE ray, 因此 XX ~ 
VOR eM AE ARR | 


ye 

证 明 ， 若 wr 为 了 的 开 覆 盖 , 则 所 有 由 形 如 个 [A41 的 集 组 成 
的 集 族 为 X 的 开 履 盖 , 其 中 4 属于 ,wr ,从 而 它 有 有 限 子 覆盖 ,显然 
所 有 该 子 覆 盖 的 元 的 像 组 成 的 族 为 .sz 的 有 限 子 族 并 且 它 覆盖 
Y, 于 是 Y 为 紧 。 

假设 Y 为 Hausdorff 空间 并 且 f 为 一 对 一 映射 ， 若 4 为 和 的 
闭 子 集 , 则 4 为 紧 集 , 故 它 的 像 ILA 亦 为 紧 集 ,从 而 必 为 闭 集 ， 这 
表明 对 每 一 个 闭 集 A, OSTAT EAMA BE a 为 连续 ， | 
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证 明 . 因为 对 4 中 的 每 一 个 ， X, 出 定理 5 7 有 x 的 一 个 邻 域 和 
8 的 一 个 邻 域 ,它们 互 不 相交 , MA r 的 邻 域 0, CHAES BA 
相交 , 又 因 A4 为 紧 集 , 故 有 一 个 有 限 子 族 Uo. U1,***，U。 使 得 UF 
与 了 都 不 相交 (i 一 0, 1,*…*， n) 并 且 ACV = UULU;: i=0, 
1,"…, 2}， 于 是 V 为 4 的 邻 域 , 并 且 X ~ 7 为 下 的 邻 域 ， 同 时 
它 与 V 不 相交 .| 

10 EB. AX 为 正则 拓扑 空间 , 4 为 紧 子 集 , UX APR. 
则 有 4 的 闭 邻 域 了 使 得 VCU, 

因而 ， 每 一 个 紧 正 则 空间 必 为 正规 空间 . 

证 明 。 因 为 XX 为 正则 空间 ， 故 对 每 一 个 4 中 的 x 有 一 个 开 邻 
域 矿 使 得 WCU， 从 而 再 由 紧 性 便 知 有 4 的 一 个 有 限 开 履 盖 
Woo Wists W, 使 得 对 每 一 个 i 都 有 WiCU, FHV= 
UiwW7: i 二 0, 1,.…, 7n} 即 为 所 需要 的 4 的 领域 .1 

11 定理 . Px Ae2 EME AMRT RU ASR 


x~ ~U EHO, 

证 明 。 因 为 对 4 中 的 每 一 个 x PERM ee. 它 在 x 处 
为 1 并且 在 X~ 忆 上 为 0, 又 集 {y: g0) >1/2) 为 X 中 的 开 集 ， 
WE MAA AO) = min[28(y)，1]: 则 4 为 取 值 于 [0，1] 的 连 
SM, 并 且 在 和 ~ 乙 上 为 0, 在 * 的 某 个 邻 域 上 为 1， 从 而 根据 
4 为 紧 集 便 知 有 有 限 多 个 从 和 到 [0，1] 的 连续 函数 hos histeri ohy 
使 得 ACULA LL]: 一 0,1,.… ,2 并 且 每 一 个 万 在 X~D 
上 为 0 .于 是 ,在 x 处 的 值 为 max{4hi(x): 2 一 0:1，……32} 的 函数 了 
即 为 所 需要 的 函数 .| 

上 述 两 个 定理 的 每 一 个 都 有 一 种 表面 上 不 同 的 男 外 叙述 方 
A; 即 把 条 件 中 的 “4 为 紧 集 并 且 0U 为 4 的 邻 域 换 成 “4 为 紧 集 
并 且 8B 为 与 4 不 相交 的 闭 集 ” ,同时 也 把 结论 换 成 相应 的 形式 ， 

本 节 的 大 多 数 结果 都 是 下 一 定理 的 直接 推论 ， 

12 E (Wallace). ZX ALY 为 拓扑 空间 ,4 和 分别 为 X 
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TRUM B RRV E U Xx VOW, 

证 明 。 因 为 对 4 Xx 8 的 每 一 个 元 Gy) A x FPR RA Y 
的 开 邻 域 3 使 得 R xX SC 了 ， 又 下 为 紧 集 ， 故 对 4 中 一 个 确定 的 
x 有 * 的 邻 域 R; 和 相应 的 开 集 §;、 其 中 i= 0,1,°--, n, E 
BCO 一 ULS: += 0,1,°++, 2}, FR. Ate P= NR: = 0， 
1,---,n}, WPHx 的 邻 域 并 且 与 8 的 邻 域 0 满足 Px OCW, 
再 由 于 4 为 紧 集 ， 从 而 有 关中 的 开 集 P; 和 Y 中 的 开 集 9;, 其 中 
i 一 0, 1, ……，m1， 使 得 每 一 个 O; 均 为 下 的 邻 域 ,已 Xx DC 了 并 
H ACUI{P: i 一 0, 1,-++, my =U, HAM, UAV = 
N{O,: i 一 0, 1,.…, m} 分 别 为 4 和 8 的 邻 域 并 且 U xV ÆW 
子 集 , 即 定理 获 证 .| 


紧 空 间 的 乘积 


关于 紧 空 间 乘积 的 经 典 的 Tychonoff 定理 无 疑 是 有 关 紧 性 的 
最 有 用 的 定理 ， 并 且 就 单个 定理 而 论 ， 也 可 以 说 ， 它 是 一 般 拓 5 提 
学 中 最 重要 的 定理 ， 本 节 集 中 讨论 Tychonoff 定理 和 它 的 一 些 推 
ie. | 
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JEW. 设 0 一 X{X,: a€ 4}， 其 中 每 一 个 X, 为 紧 拓 扑 空 
间 , 并 且 0 具有 乘积 拓扑 ,又 设 2 为 由 所 有 形 如 Pz![U] 的 集 所 组 
成 的 乘积 拓扑 的 子 基 , 其 中 P, 为 到 第 a 个 坐标 空间 内 的 射影 并 且 
UX X. 中 的 开 集 , 则 由 定理 5.6 可 知 空间 2 为 紧 ， 只 须 每 一 个 不 
存在 任何 有 限 子 族 能 够 覆盖 2 的 S 的 子 族 .er 都 不 能 覆 HO. 
对 每 一 个 指标 a, 命 B ANAE PLUJE .ex 的 % 的 开 集 U 
组 成 的 集 族 ， 则 多 .的 任何 有 限 子 族 都 不 能 覆盖 X,, Aba Re 
便 知 存在 点 r 使 得 对 每 一 个 B, 中 的 品 都 有 xs€ X。 ~U, FË 
第 a 个 坐标 为 zx 的 点 * 就 不 能 属于 .ex 的 任何 元 , 从 而 -er 不 是 
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ON Be .| 
现在 我 们 给 出 Tychonoff 定理 的 另 一 种 证 明 ， 这 种 证 明 并 不 

依据 Alexander 的 定理 5.6, 

另 一 种 证 明 (Bourbaki). 显然 我 们 只 须 证 若 B 为 乘积 中 的 
子 集 族 并 且 具 有 有 限 交 福 质 , 则 几 {8-: BEB) 为 非 空 。 因 为 所 
有 具有 有 限 交 性 质 的 族 组 成 的 类 具有 有 限 特征 , 故 由 Tukey 引 理 
(HEARERS 25(c)) 我 们 可 以 假定 绍 关 于 该 性 质 为 极 大 ， 由 于 
乌 为 极 大 ,所 以 每 一 个 包含 55 的 一 个 元 的 集 属于 色 并 且 角 的 两 
个 元 的 交 属 于 BS. MEBCS 更 的 每 一 个 元 相交 ， 则 由 极 大 性 
CEB? 最 后 ,因为 所 有 B 的 元 到 坐标 空间 X。 内 的 射影 组 成 的 
族 具有 有 限 交 性 质 ， 故 可 选 出 一 个 点 x。, 它 属于 mi{P[B1]-: BE 
Bl, 显然 第 a 个 坐标 为 x, 的 点 * 具 有 性 质 x 的 每 一 个 邻 域 U 
与 每 一 个 PIB] 相交 , 其 中 BEB, BIH x 的 每 一 个 邻 域 U 有 
P PLUJE 铬 ， 亦 即 这 种 类 型 的 集 的 有 限 交 也 属于 Z, TEx 
每 一 个 属于 乘积 拓扑 所 定义 的 基 的 邻 域 恒 属 于 鹃 ,从 而 与 角 的 每 
一 个 元 相交 ， 这 表明 对 每 一 个 @S 中 的 B 有 * 属于 B, 因而 定理 
获 证 .| 

关于 Tychonoff 定理 的 一 些 重要 应 用 ， 我 们 将 在 函数 空间 那 
一 章 来 讨论 ; 现在 只 给 出 一 个 很 简单 的 推论 ， 我 们 称 伪 度 量 空间 
的 子 集 为 有 界 的 当 且 仅 当 它 具 有 有 限 的 直径 。 TE, 实数 空间 的 
子 集 为 有 界 当 且 仅 当 它 同 时 有 上 界 和 下 界 ， 下 面 的 定理 就 是 古典 
AY Heine-Borel-Lebesgue 定理 . 
”14 Za. OR. BAR LAY MH T TTE BARI 

证 明 ， 设 4 为 E, 的 紧 子 集 , 则 因 E, 2) Hausdorff 空间 , 故 4 
为 闲 集 。 由 于 紧 性 , 4 可 以 由 一 个 半径 为 1 的 开 球 组 成 的 有 限 族 
所 覆盖 ,而 每 一 个 这 样 的 开 球 又 都 有 界 , 所 以 4 也 有 界 ， 

今 证 其 逆 , 假设 4 为 E, 的 闭 的 有 界 子 集 ， 命 B; 为 4 关于 到 


1) 显然 我 们 是 重复 证 明了 问题 2.1 的 一 部 分 。 
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第 i AS eR ZS RAR BY UAH BP; 
也 都 有 界 ， 注意 4CX{B;: i= 0,1,°+-,7-1}, HERR 
是 实数 的 闲 有 界 区 间 的 某 个 乘积 的 子 集 ， 即 4 亦 为 该 乘积 的 闭 子 
E, LAVAS AMAR ASI. RAE [a5] 关于 通 
MBAR. RE Ala, bl H—-TPHBE, VR < HHA lab] 
中 这 样 的 元 x LR. CHBACHEAL TREES [a,x] 《该 
BAS AAs 显然 是 它 的 一 个 元 ), 选 名 中 的 UU 使 得 c EU, 又 
选 开 区 间 C2, c) 中 的 元 2 使 得 [4d,c]CU, 因为 有 当 的 一 个 有 限 
子 族 窗 瘟 [a, 4]， 改 该 族 再 加 上 UU 就 覆盖 了 [a,c]. Besar 
成 立 , 则 这 个 有 限 子 族 也 就 履 盖 了 的 右 方 的 某 个 区 闻 , 这 与 < 的 
取 法 巴 屠 ， 定 理 获 证 .| 

因为 于 单位 区 间 为 紧 , 故 每 一 个 立方 体 ( 堵 单位 区 间 的 乘积 ) 
也 为 紧 ， 于 是 ，Tychonoff 空间 (全 正则 的 Ty 空间 ) 的 如 下 刻 划 几 
PRLS Te 


证 明 ， aes Tychonofé 28 Tal A PART SE LH E 
的 一 个 子 集 :而 我 们 又 已 知 任何 立方 体 均 为 紧 Hausdorff 空间 . 

反之 ,每 一 个 紧 Hausdorff 空间 为 正规 空间 ,因而 (Urysohn 的 
引 理 和 4) 为 Tychonoff 空间 ,于 是 它 的 每 一 个 子 空间 亦 为 Tychonoff 
空间 .| 

多 于 有 限 多 个 非 紧 空间 的 乘积 是 在 一 种 有 点 奇特 的 状态 下 不 
BAK. 我 们 称 拓扑 空间 的 一 个 子 集 在 该 交 空 间 中 为 无 处 黎 密 ? 当 
且 仅 当 它 有 空 的 内 部 ， 


1) 校注 .本 书 作 者 在 书 内 对 “无 处 称 密 ”给 了 两 个 不 等 价 的 定义 ， 一 个 在 原 书 145 
页 上 (中 这 里 陈述 的 定义 ), 另 一 个 在 原 书 的 201 页 上 (在 译本 的 186 At). 前 一 
定义 比 后 一 定义 弱 , 但 后 一 定义 是 习 用 的 ,为 著 避 免 同 一 本 书 内 一 个 名 词 有 两 
个 不 同 的 含义 起 见 ， RITEAR TEEME, ASUS. HR 
在 定理 5.16 中 和 定理 5.19 的 证 明 中 出 现 , 我 们 也 可 以 直接 用 “内 部 为 空 的 集 ? 
去 代替 它 ， 这样 便 可 根本 不 在 这 里 引 壕 无 处 黎 密 的 概念 ， 而 把 这 一 术语 留 给 后 
者 . 
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16 定理 ， 若 有 无 限 多 个 坐标 空间 为 非 紧 , 则 丢 积 中 的 每 二 个 
紧 子 集 有 空 的 内 部 

WH. 假设 XiX。 ac 4} 有 一 个 紧 子 集 B， 它 有 一 个 内 点 
x, N BERA x 的 一 个 邻 域 5， 它 是 乘积 扫 扑 所 定义 的 基 的 一 个 
元 ， 亦 如 为 形 如 N{POLV.1: a€ F}, HAF HAMA TRH 
HVA XW. ~bEA~ F, RY P,LB] = X;, 因为 Xs 是 
一 个 紧 空 间 的 连续 像 ， 改 X; 为 紧 ， 因 而 , 除 有 限 多 个 外 所 有 的 坐 
PRA ly WB. | 


局 部 紧 空 间 


我 们 称 护 扑 空间 为 局 部 紧 当 且 仅 当 它 的 每 一 点 至 少 有 一 个 紧 
邻 域 。 显 然 ， 紧 空间 为 局 部 紧 , 每 一 个 离散 空间 为 局 部 紧 , 并 且 局 
部 紧 空间 的 闭 子 空间 也 为 局 部 紧 ( 注 意 , 闭 集 与 紧 集 的 交 为 该 么 集 
的 寺 子 集 , 因 而 亦 为 紧 集 )。 局 部 紧 空 间 同 样 也 具有 能 空间 的 许多 
良好 性 质 。 下 面 的 命题 是 研究 这 种 空间 的 一 种 方便 工具 . 

17 定理 ， OX AR TERS L E 为 Hausdorff 或 正 


ee 

证 明 。 设 x 为 了 的 一 个 点 ,C 为 + 的 一 个 紧邻 域 ,U 为 * OEE 
意 邻 域 ， 若 X 为 正则 空间 ， 则 有 z 的 一 个 闭 令 域 ， 它 是 U 和 CcC 
的 内 部 的 子 集 , 并 且 易 见 V 为 闭 的 紧 集 . | 

Æ xX % Hausdorff 空间 ;WV 为 UNC WAR, MA WAKE 
Hausdor 任 空间 , 故 由 定理 5.9W 包 含有 一 个 闭 的 紧 集 , 它 是 x EW 
中 的 邻 域 ,但 它 也 是 x 在 Wy 中 的 邻 域 ( 即 关于 对 Ww 的 相对 丘 扑 ), 从 
而 也 就 是 x 在 X 中 的 一 个 邻 域 .| 

特别 ,由 此 即 得 每 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 恒 为 正则 空间 ， 
实际 上 ,还 有 一 个 更 强 的 命题 成 立 ， 

18 定理 . Bu SEMBIDR EAS sH X 的 闭 的 紧 子 集 4 的 
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ME PEAX BUPA ALR AE SRL /使 得 1 在 4 上 为 
0 并 县 在 X~V 上 为 1. 

证 明 。 因 为 对 4 中 的 每 一 点 * 都 有 一 个 邻 域 钱 , 它 是 U 的 闭 
的 紧 子 集 , 但 4 为 紧 集 , 故 4 可 由 这 样 的 邻 域 的 一 个 有 限 族 所 霍 

， 从 而 它 的 并 了 即 为 4 的 一 个 闭 的 紧邻 域 . 

由 于 V 关 于 相对 拓扑 为 紧 正 则 空间 ,所 以 亦 为 正规 空间 (定理 
5.10)， 从 而 有 从 了 到 有 财 单 位 区 间 的 连续 函数 8 使 得 8 在 4 上 为 零 
并 且 在 .F ~ VOU 为 到 的 内 部 ) 上 为 1, 于 是 若 命 1 在 六 上 等 于 
g 并 且 在 X~P 了 上 等 于 1, 则 因 7 与 ~F 分 离 并 且 了 在 一 和 
X ~ Vo 上 为 连续 , 故 1 为 连续 (问题 3.B) .| 

由 此 即 得 : 每 一 个 局 部 紧 正 则 拓扑 空间 恒 为 全 正则 空间 ， 并 
且 每 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 恒 为 Tychonoff 空间 ， 

一 般 的 说 ,局 部 紧 空 间 的 连续 像 未 必 为 局 部 紧 ,这 只 须 注意 每 
一 个 离散 空间 为 局 部 紧 ， 而 每 一 个 拓扑 空间 又 必 为 某 个 离散 空间 
的 一 对 一 的 连续 像 ( 利 用 同一 个 集 的 离散 拓扑 和 恒 等 函 数 )， 若 一 
个 函数 为 连续 的 开 上 映射 ， 则 一 个 点 的 紧邻 域 的 像 为 像 点 的 一 个 紧 
邻 域 ,因而 ,局 部 紧 空 间 的 像 为 局 部 紧 ， 这 个 简单 事实 和 以 前 的 一 
TARR TERRES Bm, 


* è o ù o ò %5 S >, o @# * G o o G O o 6 G @ 


证 明 ， ERAS BER, REENER ANRH K 
开 上 映射 , 故 每 一 个 坐标 空间 为 局 部 紧 . 

若 有 无 限 多 个 坐标 空间 为 非 紧 ，、 则 由 定理 5.16 该 乘积 的 每 一 
个 紧 子 集 的 内 部 为 空 , 故 不 存在 具有 紧邻 域 的 点 .| 


商 空 ” 间 


这 一 节 继 续 从 事 在 第 三 章 中 所 开始 的 关于 商 空间 的 研究 .我 
们 有 兴趣 的 是 有 关 紧 性 的 结论 ， 并 且 本 节 唯 一 的 一 条 定理 就 概括 
了 在 附加 另外 假设 下 ,所 推出 的 若干 很 好 性 质 . 前 面 我 们 已 经 看 到 
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紫 空间 的 连续 像 仍 为 紧 空 间 ， 然 而 在 不 附加 另外 假设 的 情况 下 像 
空间 仍然 可 以 完全 不 引 人 和 人 注目。 例如, 若 X 为 具有 通常 拓扑 的 
闭 单位 区 间 , 2 为 由 所 有 形 如 {x: x 一 a 为 有 理 数 } 的 子 集 所 组 
成 的 分 解 , 则 商 空间 为 紧 并 且 在 商 空间 上 的 射影 为 开 上 映射 ,但 商丘 
扑 为 平庸 拓扑 (只 有 空间 和 空 集 为 开 集 )。 我 们 所 得 到 的 结果 是 : 
ED 的 元 为 紧 集 , 并 且 该 分 解 为 上 半 连 续 ,， 则 商 空间 可 以 遗传 X 
的 许多 性 质 . 

20 EE. EX AIEN] DP AA BERR 并 且 它 
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证 明 . a 
ED 的 元 的 并 .根据 上 半 连 续 性 的 定义 ， 红 的 元 4 在 X 中 的 每 
一 个 邻 域 都 包 售 一 个 容许 的 邻 域 ,因而 ,4 在 X 中 的 邻 域 关于 射影 
的 像 是 4 在 D 中 的 邻 域 ， 此 外 ， 由 定理 3.12 射影 还 变 闭 集 为 闭 
集 . 

假设 X 为 Hausdorff 空间 , 4 和 为 D 的 不 同 的 元 ， 则 由 定 
理 5.9 存在 4 和 8 在 X 中 的 互 不 相交 的 邻 域 , 而 它 又 包含 有 互 不 
相交 的 容许 的 邻 域 ， 故 该 容许 的 邻 域 关 于 射影 的 像 即 为 所 需 4 和 
BE D PERCE BR. 

eX HEMSH, ACD HAW 是 4 在 D 中 的 一 个 邻 域 ， 
则 所 有 U 的 元 的 并 UU 是 4 在 X 中 的 一 个 邻 域 ， 根 据 定理 5.10 存 
在 4 在 XX 中 的 一 个 闭 邻 域 , 它 包含 在 口内 ,显然 该 邻 域 关于 射影 的 
像 就 是 4 在 纪 中 所 需 的 邻 域 ， 

HX HABE, WALD 的 每 一 个 元 在 X 中 有 一 个 紧邻 域 
并 且 它 关于 射影 的 像 即 为 在 D 中 的 一 个 紧邻 域 . | 

最 后 ,假设 X 的 拓扑 有 一 个 可 数 基 @ , 则 由 所 有 B WART 
族 的 并 所 组 成 的 集 族 al 仍 为 可 数 集 。 对 U 的 每 一 个 元 U， 命 
U DRAR URTER D HERH La T H4U BF a 时 
的 所 有 集 U 组 成 的 族 , 则 T 的 元 的 像 为 开 集 并 且 可 以 证 明 这 些 
像 的 集 就 是 商 拓扑 的 一 个 基 ， 事 实 上 ,这 只 须 证 对 每 一 个 D 中 的 
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4 和 每 一 个 4 的 领域 及 PAU eS ACUCY. 因为 4 可 以 
由 有 限 多 个 B 的 元 所 覆盖 ,并 且 还 可 以 使 得 这 些 元 的 并 (是 2 
的 一 个 元 ) 含 包 在 VV 内 , 故 若 命 0U =w, HUET 并 且 ACUC 
V, 于 是 定理 获 证 .| 

这 个 定理 有 一 个 有 趣 的 推论 。 若 X 为 可 分 度量 空间 并 且 它 的 
一 个 上 半 连 续 分 解 的 元 恒 为 紧 集 , 则 该 商 空间 为 Hausdorff, 正规 并 
且 满 足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 ,从 而 亦 为 可 度量 化 的 空间 . 


A FT ok 


在 研究 非 紧 拓扑 空间 XxX 时， 作出 一 个 本 身 为 紧 并 且 包 含 X 作 
为 子 空间 的 空间 通常 是 方便 的 。 例如 , 对 实数 空间 添加 +00 和 
一 co 丙 点 就 常常 有 用 .这 样 所 得 到 的 空间 有 时 叫做 扩张 了 的 实数 ， 
当 规 定 十 oo 为 最 大 元 ， 一 co 为 最 小 元 时 它 是 线性 有 序 集 。 对 于 这 
种 序 (通常 序 的 一 种 推广 ), 扩张 了 的 实数 的 每 一 个 非 空子 集 都 有 
下 诡 界 和 上 确 界 并 且 关 于 它 的 序 拓扑 为 紧 (问题 5.C)。 这 种 扩张 
了 的 实数 ,在 现在 将 要 精确 给 出 的 一 种 意义 下 ,是 实数 空间 的 一 个 
紧 扩 张 。 当然 , 这 种 作法 首先 是 为 了 方便 ， 它 并 没有 为 我 们 增添 
关于 实数 的 知识 。 然 而 使 我 们 能 够 运用 典型 的 紧 性 推理 方法 且 简 
化 了 许多 证 明 . | 

拓扑 空间 的 一 种 最 简单 的 紧 扩张 是 通过 添加 一 个 单独 的 点 而 
得 到 的 。 它 的 步骤 与 分 析 学 里 相似 , 我 们 知道 在 函数 论 中 复数 球 
面 就 是 通过 对 欧 几 里 德 平 面 添加 一 个 单独 的 点 co 而 作出 的 并 且 规 
定 co 的 邻 域 为 该 平面 的 有 界 子 集 的 余 集 。 这 种 作法 可 以 移植 到 任 
意 的 拓扑 空间 ; 而 在 扩张 空间 内 引入 拓扑 的 思路 就 是 依靠 在 复数 
球面 中 oo 的 开 邻 域 的 余 集 必 为 紧 集 这 个 事实 ， 拓 扑 空间 X 的 单 点 
紧 扩 张 ? 是 指 具 有 这 样 的 拓扑 的 集 X* 一 XU {co}, 它 的 元 为 X 的 
开 子 集 和 X* 的 所 有 这 样 的 子 集 U, 它 使 得 X* ~ U 为 X 的 闭 , 紧 


1) 这 个 定义 实际 上 直到 co 被 定义 之 前 是 不 完备 的 ， 事实 上 , 任何 元 只 要 它 不 是 
的 元 ,例如 X 就 均 可 取 做 ce。 
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子 集 。 自 然 ; 我 们 必须 证 明 它 的 确 给 出 X* 的 一 个 拓扑 , 这 在 下 列 
命题 的 证 明 中 可 得 到 实现 . 
21 定理 (Alexandrof). ANEI ESE SURI E X* 为 紧 并 
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紧 Hausdorff a 

证 明 。 因 为 集 乙 为 X* 中 的 开 集 当 且 仅 当 有 CAQUNX 为 Xx 中 
的 开 集 与 (b) 当 coe 也 时 和 ~ 了 为 紧 集 , 故 X* 的 开 集 的 有 限 交 秋 
任意 并 与 X 的 交 仍 为 开 集 。 若 co 为 X* 的 两 个 开 子 集 的 交 的 元 , 则 
这 个 交 的 余 集 为 X 的 两 个 财 暴 子 集 的 并 ,从 而 也 为 财 , 紧 集 。 又 若 
co 属于 X-* 的 一 族 开 子 集 的 元 的 并 , 则 co 属于 该 族 的 某 个 元 也 并 且 
这 个 并 的 余 集 为 紧 集 和 ~ 了 的 闭 子 集 ， 于 是 亦 为 财 ， 紧 集 。 总 之 
X* 为 拓扑 空间 并 且 和 是 它 的 子 空间 。 再 注意 若 2U 为 X* 的 开 覆 
盖 ， 则 从 co 必 为 cu 中 某 个 的 元 以 及 X ~ 也 为 紧 集 即 可 推出 Z 
有 有 限 的 子 履 盖 , 于 是 便 知 X*# 为 紧 . | 

若 X* 为 Hausdorff 空间 ， 则 它 的 开 子 空间 X 自 然 是 局 部 紧 
Hausdorff 空间 ， 最 后 , 需要 证 明 当 XX 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 时 
X* % Hausdorff 空间 ,这 了 又 只 人 须 证 着 x€ X, Mix 和 oo 有 互 不 相交 
RUS RR. ALA xX Aree Hausdorff 空间 、 故 x 在 XX 中 有 一 个 闭 ， 
RPR U, 并 且 X* ~ U BID AP BOOM ABR, | 

若 X 为 紧 拓 扑 空间 , 则 co 为 单 点 紧 扩 张 的 一 个 孤立 点 ( 即 {co} 
为 妓 开 又 闭 7， 反 之 , 若 co 为 X* 的 一 个 孤立 点 , 则 X 为 X* 中 的 闭 
集 , 从 而 亦 为 紧 集 ， 

. 单 点 紧 扩 张 是 一 种 类 型 很 特殊 的 紧 扩 张 ， 因 此 我 们 需要 考虑 
将 殷 扑 空间 散 到 某 个 紧 空 间 的 其 它 方法 。 为 方便 起 见 , 显 然 , 与 其 
坚持 原始 空间 必须 是 所 作出 的 紧 空 间 的 真子 空间 ， 还 不 如 只 要 求 
它 能 够 拓扑 地 艇 人 。 根据 这 种 想法 , 我 们 定义 拓扑 空间 X 的 紧 扩 
张 为 (4,Y), 其 中 了 为 紧 拓 扑 空间 , f 为 从 X 到 Y 的 一 个 稠密 子 空 
间 上 的 一 个 同 胚 ，( 这 时 ,六 的 单 点 紧 扩 张 即 为 (i,X*), 其 中 i 为 
fo SIR.) CRAP KG. Y) 为 Hausdorff RPA, BMA MAY 
A) Hausdorff 空间 。 对 空间 的 所 有 紧 扩 张 组 成 的 族 我 们 定义 关 
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APY) 2(¢,Z) 当 且 仅 当 存在 从 Y BZ LA ESR 2 BB 
hoj =g. FMEA, G, Y) > (eZ) ERAM LX) BIZ 
数 gof AIRY 到 Z ARERI A. ARAR A ARE, M 
称 > Y) 和 (g, 2Z) 为 拓扑 等 价 。 在 这 种 情况 下 关系 (f, Y) > 
(go Z)M(e,Z) > Gs Y) 同时 成 立 ; 因 为 让 为 从 Z 到 Y 上 的 连 
续 映 射 并 且 使 得 f = Aog. 

22 定理 . Peet tate mente 
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证 明 # (f,Y) > (8, Z) > (h, U), 并 且 其 中 的 每 一 个 
均 为 空间 X 的 紧 扩 张 ， 则 分 列 有 从 Y 到 工 和 从 Z 到 忌 的 连续 函数 
j 和 有 使 得 g 二 jsf 和 h= kog RY» 从 而 h 一 hojof HAA 
(f，,Y) 宇 (4,U). 因而 X 的 所 有 紧 扩 张 组 成 的 族 关 于 写 为 半 序 集 . 

若 G, Y) f(g, Z) 为 Hausdorff 紧 扩 张 ,并 且 其 中 的 每 一 个 
关于 序 之 在 另 一 个 之 后 , 则 eg 一 和 cof Dua BETZ AY AH 
连续 扩张 7 和。 因 koj 为 Z 的 稠密 子 集 LX] 上 的 恒 等 映 射 , Z 
为 Hausdorff 空间 , 故 o; 为 从 Z 到 它 自己 上 的 恒 等 映 射 ,类似 地 
有 jk 为 从 Y 到 它 自己 上 的 恒 等 映 射 ,于 是 (f,Y) 和 (e, Z) 为 拓 
扑 等 价 .| 

显然 , Hausdorff 空间 X 的 最 小 紧 扩 张 就 是 X 它 自己 (更 精 
确 地 说 应 该 是 (i,，X)， 其 中 i 为 X 上 的 恒 等 映 射 )， 我 们 自然 期 
望 非 紧 空间 的 单 点 紧 扩 张 关 于 序 之 为 最 小 紧 扩 张 。 当 我 们 限制 注 
MOF Hausdorff 紧 扩 张 时 ,这 确实 成 立 (问题 5.G 的 一 个 推论 ) . 
虽 容易 小 出 ,一 般 并 不 存在 这 样 的 紧 扩 张 , 它 能 够 更 小 于 每 一 个 其 
它 的 紧 扩 张 。 另 一 方面 ,车 XX 为 具有 Hausdorff 紧 扩 张 的 空间 ( 根 
据 定理 5.15 如 此 的 空间 为 Tychonoff 空间 ), 则 它 有 一 个 最 大 的 紧 
扩张 ,这 就 是 下 面 我 们 所 要 讨论 的 内 容 . 

对 每 一 个 拓扑 空间 X， 命 F(X) 为 所 有 从 XX 到 闭 单 位 区 间 8 
的 连续 函数 组 成 的 族 , 则 由 Tychonoff 定理 便 知 立方 体 OFX k 
ARERI F(X) 次 乘积 ) 为 紧 。 再 命 。 为 变 X 的 元 x HOP BY 
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元 e(x) AY AB at. Bech (a) 的 第 了 个 坐标 为 ONG E FX) 
则 e 为 从 到 立方 体 O* 内 的 连续 映射 ， 并 且 当 和 为 Tychonoff 
空间 时 e 为 从 X 到 9"*’ 的 某 个 子 空间 上 的 一 个 同 胚 《这些 事 实 由 
嵌入 引 理 4.5 即 得 )， 所 请 Stone-Cech 紧 扩 张 就 是 指 Ce, 8CX))， 
其 中 p(X) 为 e[X] 在 立方 体 9"* 内 的 闭 包 .在 证 明 这 个 紧 扩 张 
的 重要 性 质 之 前 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 ， 

23 318. 若 了 为 从 集 4 到 集 B 内 的 函数 ，f* 为 从 o 到 Q4 


证 明 . 因为 由 定理 3.3 可 知 映 到 乘积 空间 内 的 映射 为 连续 当 
且 仅 当 该 映射 与 每 一 个 射影 的 合成 为 连续 ;又 若 4 为 4 的 一 个 元 ， 
则 Poof*(y) 一 P.Cyof) = yC Ca)), 但 y(1(4a)) WY Bl OF R 
f(a) 个 坐标 空间 内 的 射影 , 即 Pof* 为 连续 映射 ,| 

在 该 引 理 中 所 提 到 的 作法 是 值得 注意 的 ， 因 为 当 讨 论 函 数 至 
间 时 , 它 有 系统 的 应 用 . 注意 ,由 f 所 诱导 的 水 数 产 , EP BAB 
B 内 ,而 f* 变 0 到 84 内 的 意义 下 ,与 f 的 方向 相反 . 

借助 于 这 个 引 理 ， Stone-Cech 紧 扩 张 的 主要 定理 的 导出 就 变 
成 通过 并 不 繁杂 计算 的 一 种 惯用 手法 ， 

24 定理 (Stone- Cech), 4a X 为 Tychonoff 空间 ， f Al 从 XX 到 
紧 Hausdorff on ERIM. 则 有 f 的 一 个 连续 扩张 ， Ca 
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证明， 给 定 一 个 了 我 们 通过 对 每 一 AF CY) HAI a, a 
f" Ca) = aof 来 定义 从 F(Y) 到 F(X) 的 产 ， 又 通过 对 每 一 个 
OX) 中 的 Gs 命 f**Cq) == gof* 来 定义 从 OFX) i or” 的 t, 
Fe e WARA O'* KERA g 为 从 Y 到 OF 内 的 计 值 
映射 。 于 是 ,利用 下 列 的 图 解 式 即 可 说 明 我 们 所 要 证 明 的 结果 ， 
POOE 人 OF‘ BCY) 


e 
| . 
KY 


æ l4le 


因为 映射 e 为 一 个 周 胚 ,又 从 Y 为 紧 Hausdorff 空间 可 推出 映 
射 g 为 从 Y ALCO) 上 的 一 个 同 肛 , 再 由 引 理 5.23 可 知足 射 产 ”为 
连续 , 故 若 能 证 得 f**oe = gof, 则 gof** BUA fee 所 能 的 连续 
扩张 ， 

事实 上 , 若 * 为 X 的 一 个 元 ,为 F(Y) 的 一 个 元 , 则 分 别 由 
P*, f*，e 和 & 的 定义 中 得 G**oe) (x)(h) = Ce @)of*#) G) 一 
ce(x)(hof) = hof(x) = g(f(x)) CA) = (gof) (x) (A). | 

上 述 定理 的 扩张 性 质 表明 Stone-Cech 紧 扩 张 (ep(X)) 关于 
序 之 在 每 一 个 其 它 的 Hausdorff AP Sk Za IBV A RABY Haus- 
dorff RIE. NE G, Y) 也 具有 这 个 扩张 性 质 , 则 (f,Y) > Ce, 
8(X))， 从 而 由 定理 5.22 它 拓扑 等 价 于 (Ce. p(X). AE, 定理 
5.24 的 扩张 性 质 给 出 了 紧 扩 张 (e, 8(X)) 《精确 到 拓扑 等 价 7 的 一 
种 刻 划 . 

25 注 记 ， 上 述 结果 (M. H. Stone [6] 和 Cech [11) 提供 了 
一 种 极 大 紧 扩 张 。 为 了 各 种 不 同 的 目的 , 许多 其 它 较 小 的 紧 扩 张 
也 已 经 被 作出 。 关于 这 个 主题 有 很 大 数量 的 文献 ,我们 只 可 能 5 引 
用 一 些 作 为 范例 的 著作 .最 古老 紧 扩张 理论 之 一 (Carathéodory 的 
Ze BRIS ) 的 新 近 著 作 可 参阅 Ursel 与 Young [1]. .Freudenthal™! 
考察 了 一 种 紧 扩 张 ， 它 在 比 由 8(X) 所 优 有 更 多 限制 的 类 中 为 极 
大 . 紧 扩 张 的 一 种 一 般 讨 论 是 由 Myykis([1],[2] 和 [3]) 给 出 的 . 
他 区 分 了 紧 扩 张 的 “外 部 描述 (例如 BCX2D) 以 及 问题 7.T 所 梗概 介 
绍 的 群 的 歼 周 期 紧 扩 张 ) 和 “内 部 描述 (例如 Alexandroff HJA AR 
扩张 与 问题 5. R 的 Wallman 紧 扩 张 )。 紧 扩张 的 内 部 和 外 部 描述 
之 间 的 关系 常常 又 是 这 种 概念 的 有 效 性 之 关键 所 在 。 PX) 内 部 
构造 的 荣 些 部 分 已 被 讨论 ( 岗 Nagata[2], Smirnov [3] 和 Wallace 
[21)， 紧 扩张 8CX) 与 绝对 闭 包 概念 也 有 联系 , 例如 参看 M.-H. 
Stone [6], A. D. Alexandroff [1], Katétov [1] 和 Ramanathan [1]. 


. 142 >» 
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我 们 知道 有 一 个 极为 有 用 的 Lebesgue 51, BIB 2 为 实数 
集 的 闭 区 间 的 开 覆 盖 , 则 有 正 数 7 使 得 当 |x — yl <r 时 x 和 y 
同属 于 该 覆盖 的 某 个 元 。 也 就 是 说 , 在 某 种 意义 下 每 一 个 开 覆 盖 
一 致 地 履 盖 了 该 区 间 的 点 。 本 节 就 来 证 明 这 个 引 理 以及 它 的 一 
种 可 以 应 用 于 任意 紧 空 间 的 拓扑 的 变形 。 后 一 结果 也 可 以 看 成 是 
下 一 布 关于 仿 紧 性 概念 的 一 种 准备 ， 

26 a ge ties (x, d) DETR A FH 


1 TAL 

证 明 . 设 Utetes U, X ARI RF A EA 的 有 限 子 覆盖 ， 
fi(x) = dist[x, X —U,;], fx) = max[f;Ge): i =1,.. 2]。 则 
每 一 个 fi HER, Mh f 为 连续 ， 因 为 4 的 每 一 点 属于 某 个 Vi， 
By 4 中 的 每 一 个 x 有 f(x) 之 f(x) >0, RR f[A41 HERR 
RRT E. FRAC ” 使 得 对 4 中 的 所 有 * 有 >r, 
这 表明 对 4 中 的 每 一 个 x 有 i 使 得 f;(x) > r, RIL x HOF 
r- 球 包含 在 UV; 内 .| 
” ”上 一 定理 有 一 个 有 用 的 推论 。 着 4 为 伪 度 量 空间 的 紧 子 集 ， 
U 为 4 的 邻 域 ， 则 有 正 数 7 使 得 U0 包含 每 一 个 以 4 的 点 为 心 的 开 
r- 球 ; 妈 4 5X ~ U 的 距离 为 正 , 

定理 5.26 还 有 一 种 富有 启发 性 的 陈述 方法 ， 因 为 若 站 为 所 有 
使 得 a(x，y) <r 的 和 的 点 侦 组 成 的 集 , 则 Viel = {y: (x, 7) 
EV} 就 是 以 * 为 心 的 开 一 球 ， 又 集 了 为 XXX 的 开 子 集 并 且 包 
含 对 角 线 人 (所 有 (x, r) 的 集 , 其 中 * 属 于 X)， 故 由 上 一 定理 可 
推出 如 下 的 拓扑 的 结果 BO 为 紧 伪 度量 空间 的 开 覆 盖 ， 则 有 
XXX 的 对 角 线 的 邻 域 了 使 得 对 每 一 点 *, 集 了 [zx] 包 含 在 2 的 
FES ILA. Lebesgue 引 理 的 这 种 变形 可 以 转 到 任意 的 紧 正 则 空 
fay. | 
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我 们 称 拓扑 空间 的 覆盖 2 AT-M AMAA XXX 的 
对 角 线 的 邻 域 了 使 得 对 每 一 点 *， 集 [xz] 包 含 在 2 的 某 个 元 内 . 
换言之 ,由 所 有 形 如 VL[x1 的 集 组 成 的 集 族 将 O 加 细 了 。 再 回忆 
一 下 ， BE .or URE X 的 加 细 当 且 仅 当 .ez 的 每 一 个 元 是 和 
的 某 个 元 的 子 集 ; 另 外 , 集 族 BS 叫做 局 部 有 限 当 且 仅 当空 间 的 每 
一 点 有 一 个 邻 域 , 它 只 与 有 限 多 个 BS 的 元 相交 、 又 我 们 称 集 族 为 
WARRA 它 的 每 一 个 元 均 为 闭 集 ， 

27 定理 . 若 空间 的 开 覆 蕾 有 闭 且 局 部 有 限 的 加 细 , 则 它 为 齐 
-E A. 

征明. Rx SHAN HAHN, A 为 它 的 一 个 闭 且 局 
部 有 限 的 加 细 , 则 对 .ex 中 的 每 一 个 4 有 < 人 ATU, ERAU, 
ai Va (U4 x Ug) CX ~ A) x (X ~ A)); Ri A A, Va A 
XX XW RA — PI RH BA x€ 4 时 Vlx] = Uy. 于 
是 , Em V= NVa: A€.7}, 则 对 每 一 点 r KR VE xIC 
Vals] = U1, 从 而 由 所 有 形 如 [xz] 的 集 组 成 的 集 族 为 2v 的 一 
个 加 细 . RIP REE: 了 为 XXX 的 对 角 线 的 一 个 邻 域 ， 对 对 
角 线 的 每 一 点 (x, x), er 的 邻 域 护 使 得 W 只 与 有 限 多 个 .ex 的 
元 相交 , 若 WNA AZE, WCX~ 4A 并且 W X 玉 CVi， 这 
样 就 推出 了 7 包含 不 x 了 三 与 有 限 多 个 集 了 4 的 交 , 亦 即 为 《zx， x) 
的 一 个 邻 域 . 

最 后 , 若 X 为 紧 正 则 空间 , WEARS av 有 闭 且 有 限 的 
Dna EIA RA TRS X, CMM MAT 和 )， 因 而 每 一 
个 开 覆 盖 为 齐 -覆盖 .1 | 


“Hi & 性 


我 们 称 拓扑 空间 为 仿 紧 当 且 仅 当 它 为 正则 ?2 并 且 每 一 个 开 柳 


1) 仿 紧 的 通常 定义 是 以 “Hausdorff” 来 代替 “正则 ?。 然 而 我 们 不 难 证 明 当 每 一 
AK REAR LARA AEN Hausdortt 空间 必 为 正 刚 空间 。 
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盖 有 开 且 局 部 有 上限 的 加 细 . 本 节目 的 是 证 明 仿 紧 性 和 一 些 其 它 条 
件 的 等 价 性 。 所 用 方法 与 第 六 章 有 密切 联系 . 

回 包 一 下 :拓扑 空间 的 子 集 族 .叫做 离散 当 且 仅 当 该 空间 的 
每 一 点 都 有 一 个 邻 域 , 它 至 多 与 这 个 族 的 一 个 元 相交 ;又 族 .er 叫 
fo 离散 (o 局 部 有 限 ) 当 且 仅 当 它 是 可 数 多 个 离散 (局 部 有 限 ) 
的 子 族 的 并 . 现在 ,我 们 可 以 来 陈述 这 一 节 的 主要 定理 ; 它 的 证 明 
由 随后 的 一 in 

(a) 空间 X 为 仿 紧 

(b) -Xx OS, TERE EERE, 


. 6 è © o> o © ù o è #© >ò @ ù 9 
| +> 8 ù «© o ò ù «© ò ò ù o @ @ è o 
e > © ù e > è > b 

* è è ù ọọ è © o è à o è 6 © b 


证 明 的 步骤 是 ，(a) >) —> (e) > Ca) — Ce) — (E) > Cb) 
— (a), RRR 本 


“ 证明. #00 x OF HE, MEA SENAN, 故 有 一 个 开 
BEY 使 得 由 go 的 所 有 元 的 闭 包 组 成 的 集 族 为 K 的 加 细 。 (对 
每 一 个 x+, Hx U, 则 有 x 的 开 邻 域 卫 使 得 7-CD.) 从 而 , 命 ,sz 
为 的 局 部 有 限 的 加 细则 由 .sx 的 所 有 元 的 闭 包 组 成 的 集 族 D 
亦 为 局 部 有 限 并 且 ,sz 的 每 一 个 元 的 闭 包 为 中 某 个 元 VV 的 闭 包 
V- 的 子 集 ,于 是 络 即 为 2U 所 需要 的 闭 且 局 部 有 限 的 加 细 . | 

”根据 定理 5.27， 对 任何 拓扑 空间 ， 每 一 个 有 闭 且 局 部 有 限 的 
NSH BOF RFE. 因而 ,从 定理 中 的 (c) 可 推出 (d). 在 证 
明 下 一 步 之 前 ,我 们 先 证 明 两 个 引 理 , 它 本 身 也 有 一 定 的 兴趣 .为 
方便 起 见 , 再 回顾 一 下 为 此 所 需要 的 一 些 事实 ( 见 预备 知识 关于 关 
系 的 那 一 节 ). 若 口 为 X XX 的 子 集 并 且 EX, 则 ULx] 是 指 由 所 
有 使 得 (x, y) EU 的 点 > 组 成 的 集 。 若 4 为 X 的 子 集 , 则 UL41= 
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{y: 对 4 中 的 某 个 * 有 Cx, y) EU}; PAULA] AMAR Ul] 
的 并 ,其 中 x 属于 X. 集 {(x,y):(y,x+) E UWA UT, RUM KH 
是 对 称 的 ;假如 U = UT; 易 见 UNUT Bye. BUM 
XXX 的 子 集 * 则 UoV 是 指 由 所 有 使 得 对 多 中 的 某 个 》 有 (x, y) 
EV A (y,.2)€U 成 立 的 《x，z) 组 成 的 集 。 RBZ, Cr, z) 
E UoV 4MAMMMERY Ae, 2) €VLy] x ULy], 从 而 Uey 
为 所 有 和 集 V Ty] X U[y] 的 并 ， 其 中 y 属于 X. 特别 ， ti VAT 
PW VoV = U{Vly] X VIy]: yE X}， 最 后 ,对 XX 的 每 一 个 子 
集 4 有 UoV[A] = U[V[A]] ÈZ. 

30 引 理 . EX BES PIT EB YF ARRAINEN, 


VoVCU. 

证 明 。 因 为 U 为 对 角 线 的 邻 域 ， 故 对 X 的 每 一 个 点 * 有 邻 域 
W (x) 使 得 W(x) X W(x)CU, 从 而 由 所 有 形 如 W(x) 的 集 组 成 
WERS 为 X 的 一 个 开 覆 盖 ， 于 是 由 假设 有 对 角 线 的 邻 域 了 使 
得 由 所 有 和 集 RLx] 组 成 的 集 族 为 % 的 一 个 加 细 , 因 而 对 每 一 个 x 
Rix] Xx R[x]CU.。 Ba V = ROR, 则 7 为 对 角 线 的 一 
个 对 称 邻 域 并 且 对 一 切 x* 有 V[x] x V[x]CU, 但 VoV 为 所 有 
集 V[x] x VLx] 的 并 ,这 样 就 推出 了 VoeVvCcU.| 

上 一 引 理 有 这 样 一 种 直观 说 法 。 即 若 我 们 称 两 点 xx 和 ?7 至 多 
相隔 7 -上 距离 , 假如 (x, y) EU; 则 存在 VV 使 得 当 x* 和 y,y 和 x 至 
多 相隔 V- 距 离 时 x 和 zx 至 多 相隔 U- 距 府 . 

下 一 引 理 将 证 明 仿 紧 空间 满足 一 种 很 强 的 正规 性 条 件 ， 

31 引 理 . 设 X 为 使 得 每 一 个 开 履 盖 为 齐 - -覆盖 的 拓扑 空间 ， 


EE è o o # g O y > è o E # S Ò oe 9% 6 
s. Ò 6 8 @ 


Dipa BT 

证 明 ， E A IABE RUTES AATE a EA 
VU 的 每 一 个 元 只 与 族 .sr 的 有 限 多 个 元 相交 命 口 为 对 角 线 的 
一 个 邻 域 ， 它 使 得 由 所 有 集 ULx]】 ste 5 4 2U 的 一 个 加 细 ， 
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则 由 上 一 引 理 有 对 角 线 的 一 个 邻 域 也 使 得 VOVCU, 并 且 还 可 以 
假定 了 =V, WN. 若 VoV[x] 门 4 为 空 集 , 则 了 [xz] 必定 不 与 
VLA] 相交 ,这 是 因为 : Bye VECINVLAI, 则 (yz)eF- 一 了 
并 且 对 4 中 的 某 个 z 有 (z, y)€ V, BẸ (z, x) 6 VoV, JR Rf 
zé VoV[x1， 于 是 得 到 矛盾 。 因而 ， 若 V[x] S VLA] 相交 ， 则 
VoV[x] 与 4 相交 ,并 且 由 此 即 可 推出 由 所 有 集 V[A4] 组 成 的 集 
族 为 局 部 有 限 , 其 中 4 属于 .sx 

若 将 有限 多 个 换 成 “至 多 一 个 ， 则 得 对 离散 的 族 相应 命题 
的 证 明 .| 

因为 V[x] 是 V 在 映 X 的 每 一 点 》 为 (x, y) 的 连续 映射 下 的 
逆 像 ME V AX XK 叉 的 开 子 集 , 则 对 XX 的 每 一 点 x,V[x] 为 开 集 . 
于 是 ， 若 4 为 的 子 集 ， 则 VL[A1 为 开 集 ， 这 是 因为 它 是 所 有 集 
Vir] 的 并 , 其 中 x 属于 4. 从 而 上 一 引 理 表明 , 我 们 可 以 将 局 部 
有 限 或 离散 的 族 的 每 一 个 元 扩张 为 开 集 并 且 仍 然 保存 该 族 的 特 
ik. 特别 ,着 正则 空间 的 每 一 个 开 颖 盖 人 2U 有 局 部 有 限 的 加 细 .ox， 
” 则 该 引 理 可 以 应 用 (我 们 已 经 证 明了 定理 5.28 中 的 (b) 一 (c) 一 
《d))， 于 是 有 对 角 线 的 开 邻 域 了 使 得 所 有 集 V[A1 组 成 的 族 为 
局 部 有 限 , 其 中 4 属于 o. 虽然 这 样 所 得 到 的 族 可 以 不 是 2 的 
加 细 , 但 这 一 点 容易 补救 ,只 须 选 AU 中 的 U, 使 得 ACU, RIA 
命 Wi 二 Us 站 VL41。 显 然 按 这 种 方式 所 作出 的 集 族 就 是 WH 
一 个 开 且 局 部 有 限 的 加 细 ， 这 样 也 就 推出 了 空间 为 仿 紧 ， 即 定理 
5.28 中 的 (b) 一 a) 成立. 

引 理 5.31 有 一 个 明显 推论 . 因为 由 两 个 互 不 相交 的 闭 子 集 所 . 
组 成 的 集 族 显然 为 离散 , 故 得 : 

32 R. ERD RETR MST, 

由 此 可 见 , 如 果 我 们 再 得 到 如 下 的 两 个 事实 , 那 末 定理 5.28 的 
”证 明 就 全 部 完成 。 亦 即 只 须 证 若 X 为 正则 空间 并 且 每 一 个 开 构 盖 
为 齐 -覆盖 ， 则 每 一 个 开 覆 盖 有 开 且 c 离散 的 加 细 ; 以 及 若 X 的 每 
—F REAR Ao 局 部 有 限 的 加 细 ， 则 每 一 个 开 覆 盖 有 局 部 有 
限 的 加 细 . CEW 5.28 中 的 Ce) > E) 是 明显 的 .) 


。147 。 
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证 明 . MHEN 4.21, 它 的 证 月 是 应 用 A. H. Stone 的 一 种 
技巧 .《 该 引 理 从 定理 4.21 和 第 六 章 的 结果 亦 可 导出 .) 根据 引 理 
5.31, 我 们 只 须 找 出 开 和 覆盖 Y 的 一 个 o 离散 的 加 细 , 这 是 因为 这 
FERI o 离散 的 加 细 可 以 扩张 成 一 个 开 且 o 离散 的 加 细 . 

设 V 为 对 和 角 线 的 开 邻 域 , 它 使 得 由 所 有 和 集 V[x] 组 成 的 集 族 为 
WU 的 一 个 加 细 ， 其 中 x* BX, f V= V 并且 对 每 一 个 正 整数 
,按照 归纳 方法 , 选 对 角 线 的 一 个 开 的 对 称 邻 域 V, 使 得 VV,oV ,CC 
Vin. Bt Qi 一 有 并且 按照 归 钠 方法 , 命 Una 二 Vro0,， 则 易 
网 对 每 一 个 二 有 UCV 并 且 由 此 可 推出 对 每 一 个 x 所 有 ULx1 
组 成 的 族 为 2 的 一 个 加 细 ， 其 中 * 属于 X. 

” 选 关 系 二 使 得 和 为 良 序 集 ( 见 预备 知识 定理 25), 并 且 对 每 一 
An 和 每 一 个 x, fe Use) =U, [xe] ~ U{U,aly]: y< x}, Wt 
$$ —-S TE BY n, PA US RRR 和 ,为 离散 ,这 可 以 
证 明 如 下 : A X HAUSE z, PR Viale] BUF) 相交 ， 则 
ZEV alU), BI 了 HL 为 zx 的 邻 域 , 又 由 作法 易 知 当 
xe YE UR(e) 与 Vn[U#(y)] 互 不 相交 . 

”和 刹 下 要 证 的 是 的 每 一 个 点 都 属于 某 个 OW. DRT. WX 
中 的 x， 选 ?为 和 中 这 样 的 点 中 的 第 一 个 , 它 使 得 对 某 个 zz 有 zx 属 
于 V.[y],， 显然 ,这 时 对 某 个 ”有 >*e Ux(y).| 

34 5. AS s 间 的 每 一 个 开 履 盖 有 开 且 0 局 部 有 限 的 加 细 ， 


A. a AT RE LR 为 它 的 开 且 c 局 部 有 限 
的 加 细 ， 并 且 Y = U{: ”6 w}， 其 中 每 一 个 n 皆 为 局 部 
有 限 的 开 集 族 . 着 对 每 一 个 # 和 %, 的 每 一 个 元 V, 命 V*= 
U{U: 对 茶 个 《二 z* 有 UE%Y}, RW 为 所 有 形 如 V* 的 集 
ARERR NS 为 Oc 的 一 个 加 细 , 最 后 , 对 XX 中 的 x, fire 
使 得 x 属于 2 。 的 某 个 元 了 的 第 一 个 整数 ， 此 时 了 为 * 的 一 个 邻 
域 并 且 与 光 的 每 一 个 这 样 的 元 都 不 相交 , 它 不 是 由 族 Y BPE 
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BEERS n, MY ADRAR. |I 

定理 4.21 示 了 明 多 度量 空间 的 每 一 个 开 覆 盖 有 开 且 c 离散 的 加 
细 ， 根 据 这 个 事实 和 本 节 的 定理 5.28 即 得 : 

35 系 ， 每 一 个 伪 度 量 空间 皆 为 仿 紧 空间 . 

最 后 ,我 们 指出 仿 紧 空间 的 子 空 间 , 商 空间 和 乘积 空间 一 般 不 
再 是 仿 紧 空间 . 而且, 局 部 可 度量 化 , 局 部 紧 ，Hausdorff， 正 规 并 
且 满 足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 仍然 可 以 不 是 仿 紧 空间 。 所 和 需要 的 
例子 在 本 章 最 后 的 问题 中 给 出 ， 

36 注 记 . 仿 紧 性 还 有 男 外 的 刻 划 可 以 添加 到 定理 5.28， 这 
就 是 正则 空间 为 仿 紧 当 且 仅 当 它 为 完满 正规 (有 见 问 题 5.V)。 这 种 
刻 划 属于 A. H. Stone, 定理 5.28 中 的 (b), Cc), Ce) 和 Cf) 
的 等 价 狂 是 属于 E. Michael 的 。 此外， 就 我 所 知 (a) 的 等 价 性 
是 首先 由 J. S. Griffin 和 我 本 人 给 出 的 . 

DREH. 离散 的 刻 划 可 以 奢 成 是 可 数 维 数 的 一 种 定义 ( 见 
Hurewicz 和 Wallman [1;32] 与 REilenberg[1])， 还 有 一 个 F, = 
理 ( 也 见 Michael[ 1])， 它 在 维 数 理论 中 也 有 所 应 用 ， 


[a] 题 


A 关于 紧 空 间 上 的 实 函数 的 习题 

(a) 若 4 为 实数 空间 的 非 空 紧 子 集 , 则 4 的 上 确 界 和 下 确 界 尼 属 于 4. 

(>) 紧 空 间 X 上 的 每 一 个 连续 函数 1 人 恒 有 最 大 值 和 最 小 值 ; 即 存在 区 的 
点 xz 和》 使 得 (+) 和 1Cy) 分 别 为 f 在 X 上 的 上 确 界 和 下 确 界 ， 

Cc) ikt ARZE EIEREN Æ f 恒 为 正 ， 则 f 在 这 样 意义 
下 偏离 零点 ; 即 存在 。 > 0 使 得 对 X 中 的 x* 恒 有 f(x)>e. 


B ATR 

(2) 拓扑 空间 的 两 个 紧 子 集 的 交 可 以 不 是 紧 集 。 然 而 , 任意 一 族 闲 的 紧 
子 集 的 元 的 交 仍 为 闭 的 紧 集 . (显然 ， 具 有 非 紧 的 交 的 两 个 紧 子 集 必须 是 某 
个 非 Hausdorff 空间 的 子 集 。 又 设 X 为 实数 空间 和 具有 两 个 元 的 平庸 空间 
HIRR.) oe 
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(b) 拓扑 空 s 间 的 紧 子 集 的 闭 包 可 以 不 是 紧 集 然而 ,正则 空间 的 紧 子 集 
的 闭 包 仍 为 紧 集 . 

(c) 若 4 和 B 为 伪 度 量 空间 的 互 不 相交 闭 子 集 并 且 4 为 紧 集 则 有 4 的 
元 > 使 得 dist(4, B) 一 dist(z, B)>O, CRM dist(x, B) RF x ARH 
且 对 4 中 的 x 为 正 .) 

(d) 若 4 和 B 为 伪 度 量 空间 的 互 不 相交 闭 的 紧 子 集 , 则 有 4 的 元 x 和 8 
的 元 ;使 得 d(x, y) = dist(4, B), 


Cc ”关于 序 拓扑 的 紧 性 

设 X 为 一 个 集 , 它 关 于 关系 < 为 线性 有 序 , 又 设 X* 具 有 序 拓扑 AAA 
1.1), WX 的 每 一 个 闭 , 序 有 界 子 集 为 紧 柴 当 且 仅 当 交 关 于 < 为 有 序 完 备 . (X 
的 所 有 形 如 {x: a<*} 或 {x*: x*<<4a) 的 子 集 组 成 的 集 族 为 关于 X 的 序 拓扑 的 
一 个 子 基 , 并 且 应 用 Alexander 的 于 基 定 理 5.6。 根 据 定理 5.14 中 所 使 用 的 
论证 方法 ;我们 也 可 以 给 出 一 种 不 利用 定理 5.6 的 证 明 .) | 


D FEBS HAS ER at 

设 X 和 Y 为 度量 空间 , 并且 X 为 紧 ， 又 设 了 为 从 X 到 了 的 一 个 子 空间 上 
的 等 距 有 映射, e 为 从 Y BX HI—TRT SS EAP PRX BY EL IR 
为 从 X 到 它 自 己 的 一 个 真子 集 上 的 等 距 上 映射 ,并且 x*€E X~A[X], ta = 
dist(x、%[X]), 青 按照 归纳 方法 5 命 to = > Ans = 外 xn)，, 然后 证 朋 若 mx 
ty Wil A(xn， zx) 之 4.。) 


E ”可 数 紧 和 列 紧 空间 

拓扑 空间 叫做 可 数 紧 当 且 仅 当 每 一 个 可 数 开 覆 盖 有 有 限 子 材 盖 , 又 了 做 
列 紧 当 且 仅 当 每 一 个 序列 有 收敛 子 序 列 ， 

(a) 空间 为 可 数 紧 当 且 仅 当 每 一 个 序列 都 有 聚 点 。 

O) Ti- 空间 为 可 数 紧 当 且 仅 当 每 一 个 无 限 集 都 有 聚 点 。( 见 引 理 5.3.) 

(c) 7T,- 空 间 为 可 数 紧 当 且 仅 当 每 一 个 无 限 开 覆 盖 都 有 真子 覆盖 . (HA 
为 没有 育 点 的 无 限 集 ， 则 4 的 每 一 个 子 集 绷 为 闭 集 。 作 开 覆 盖 ww: 对 4 的 
每 一 点 选 一 个 这 样 的 开 邻 域 , 它 不 包含 4 的 其 它 点 , 另外 当 有 必要 时 再 加 上 
FE X~4， 则 W 就 没有 真子 覆盖 ， 另 一 方面 ， 若 Y 为 没有 真子 覆盖 的 开 
覆盖 ， 则 的 每 一 个 元 包含 有 一 个 这 样 的 点 , 它 不 属于 》 的 其 它 元 .) 

(4) 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 为 可 数 紧 当 且 仅 当 它 为 列 紧 (定理 
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5.5), 

(Cc) 具有 序 拓扑 的 所 有 小 于 第 一 个 不 可 数 序数 2 的 序数 的 集 9。 为 局 部 
紧 ，Hausdorfft， 满 足 第 一 可 数 性 公理 并 且 列 紧 的 空间 , 但 不 是 紧 空 间 。 

TE ”命题 (c) 属于 Arenas 和 Dougundjic i, 


F 紧 性 ; 紧 连 通 集 的 交 

(a) 设 必 为 一 个 团 ， 紧 集 的 族 并 且 使 得 n{4: 46.0} 为 某 个 开 集 
的 子 集 , 则 有 .wx 的 有 限 子 族 F ENA: ACF} CU, 

(b) 若 过 为 Hausdorff 空间 X 的 一 个 紧 于 集 的 族 并 且 使 得 ?的 元 的 有 
限 交 为 连通 , 则 Nn{4: 4€ .x} 亦 为 连通 . 


G 关于 局 部 紧 性 的 问题 
4a X A) Hausdorff 空间 , Y 为 稠密 的 局 部 紧 子 空间 , 则 Y 为 开 集 ， 


H 紧 性 的 套 的 特征 

拓扑 空间 X 为 紧 当 且 仅 当 每 一 个 非 空 亲 集 套 有 一 个 非 空 的 交 。，。( 右 顾 一 
下 ,所 谓 套 万 是 指 这 样 的 集 族 , 它 关 于 包含 关系 为 线性 有 序 . 若 每 一 个 非 空 闭 
集 套 有 一 个 非 空 的 交 并 且 © 为 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 , 命 多 为 包含 
并且 具有 有 限 交 性 质 的 一 个 极 大 闭 集 族 ， 又 命 叶 为 多 中 的 一 个 极 大 套 . 
考察 SAN 的 性 质 即 可 导出 它 的 一 个 证 明 。 另 一 个 完全 不 同 的 证 明 可 以 
建立 在 恨 序 的 基础 上 ,这 要 利用 下 一 问题 中 所 提 到 的 方法 的 部 分 .) 


1 ERA | 

点 * 叫做 拓扑 空间 的 子 集 4 TEER, EKN x 的 每 一 个 令 
RU, RAM ANU 有 相同 的 基数 .拓扑 空间 为 紧 当 且 仅 当 每 一 个 无 限 子 集 
都 有 完全 聚 点 。 ( 若 X 为 非 紧 , 则 可 选 出 没有 有 限 子 覆盖 的 开 履 盖 .x 使 得 
的 基数 。 尽 可 能 的 小 。 设 C 为 基数 “ 的 良 序 集 , 它 使 得 每 一 个 元 的 所 有 前 趋 
元 的 集 的 基数 小 于 ¢ (在 附录 中 证 明了 c 就 是 一 个 这 样 的 集 )。 又 设 /为 从 
C 到 .上 的 一 对 一 映射 , 则 对 c 的 每 一 个 元 6， 并 Ua): a<) RENA 
x， 事实 上 ,该 并 的 余 集 的 基数 至 少 和 * 一 样 大 。 因 而 可 从 该 余 集 选 出 使 
得 当 4 < 5 时 ie, 然后 再 考虑 所 有 * 的 集 .) 


1 AF: 带 有 字典 序 的 单位 方形 
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xX AAR OME RCA SEILER AS FER A A 
EEN, 6) <(c, 4) 当 且 仅 当 a<c, 或 a。=c 并 且 6<4)， 则 带 有 序 打 站 
X 的 为 紧 的 连通 Hausdorff 空间 . 它 满足 第 一 可 数 性 公理 ,但 不 可 分 ,因而 也 
不 可 度量 化 ， 


K ”关于 正规 性 和 乘积 的 例子 (序数 )》 

局 部 紧 的 ,正规 Hausdorff 空间 和 紧 Hausdorff 空间 的 习 积 可 以 不 是 正 
规 空 间 。 (困难 的 部 分 已 经 在 问题 4.E 中 得 到 ， 现 在 只 须 证 2 和 9。 分 别 为 
紧 和 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , 其 中 9' 为 所 有 小 于 或 等 9 的 序数 的 空间 ， 
a, 为 所 有 小 于 9 的 序数 的 集 , 并 且 每 一 个 都 带 有 序 拓扑 .) 


L HJR 
设 4 为 一 个 良 序 集 , 又 设 半 开 区 间 [0, 1) 带 有 通常 序 ， 再 设 4x [0, 1) 
带 有 字典 序 和 序 拓扑。 讨论 该 空间 的 性 质 ， 


M. 例子: Helly 空间 

Helly 空间 是 指定 义 在 闭 单位 区 间 8 上 并 且 取 值 于 9 内 的 所 有 非 降 函 
数组 成 的 族 。 它 是 莱 积 空间 989 的 一 个 于 集 并 和 且 它 的 拓扑 是 相对 乘积 拓扑 。 
BAH AAI FER: 

(a) HK Hausdorff 空间 ，( 它 是 Of 的 一 个 闭 子 空间 .) 

(b) 五 满足 第 一 可 数 性 公理 、 因 而 为 列 紧 . (H 的 每 一 个 元 的 所 有 不 连 
续 点 的 集 为 可 数 集 。 利 用 这 一 点 以 及 8 为 可 分 的 事实 可 作出 H 的 一 个 点 4 
的 邻 域 系 的 一 个 可 数 基 .) 

(c) H 可 分 。( 利 用 有 理 数 , 即 可 作出 一 个 可 数 稠 密集 .) 

(d) H 不 是 度量 空间 。 OM: & fh(*) 当 x < 上 时 为 0, Be > 
上 了 时 为 1， 并 且 命 LO) = 1/2， 则 所 有 形 如 天 的 沙 数 组 成 的 族 4 为 不 可 数 
集 并 且 任 何 4 的 元 都 不 是 4 的 聚 点 。 然 而 , 紧 度 量 空 间 的 每 一 个 子 空间 又 忌 
为 可 分 .) 


N “关于 闭 映 射 和 局 部 紧 性 的 例子 

(a) 设 X 为 带 有 通常 拓扑 的 实数 空间 ,又 设 7 为 整数 集 , 再 设 多 为 这 样 
的 分 解 ， 它 的 元 为 1 和 所 有 集 {x}, 其 中 * 属于 X~1， 则 X 到 商 空 间 上 的 射 
影 为 闭 连 续 映 射 ,但 高 空间 非 局 部 紧 并 且 也 不 满足 第 一 可 数 狂 公 理 。 
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(b) 12% 为 所 有 小 于 OMPRAKNRH AAR. Nika AA 
的 不 可 数 集 并 且 它 的 祭 集 也 不 可 数 , 再 设 多 为 这 样 的 分 解 , 它 的 元 为 4 和 所 
有 集 {x}, 其 中 x 属于 9 一 4， 则 9 到 商 空间 上 的 射影 为 闭 连续 映射 ,并 且 
商 空间 为 紧 , 但 不 满足 第 一 可 数 性 公理 。 (利用 问题 4.E 的 交错 引 理 ,) 


O Cantor 空间 . 


Cantor Aig AE (= O EET RL LAA RE TPR OCHO 在 
它 的 三 进展 式 中 不 出 现 数字 1。 (为 方便 起 见 ， 以 下 我 们 只 利用 无 理 的 三 进 
展 式 ， 即 在 展 式 中 不 能 从 某 一 位 起 都 恒 等 于 0。 正如 预备 知识 定理 14 所 指 
出 的 ， 每 一 个 实数 都 有 一 个 唯一 的 无 理 展 式 .) 这 个 不 连续 统 之 所 以 叫做 三 
分 集 是 因为 : 三 等 分 区 间 [0, 1] 所 得 的 ( 开 ) 中 间 部 分 恰 为 所 有 这 样 的 数组 
成 的 集 它 的 三 进展 式 在 小 数 点 后 的 第 一 位 为 1。 又 三 等 分 每 一 个 剩余 区 间 ， 
所 得 的 中 间 部 分 是 由 这 样 的 点 组 成 ， 它 的 展 式 的 第 二 位 小 数 为 1, 而 第 一 位 
不 为 1。 继续 下 去 , 显然 便 知 该 不 连续 统 通 过 连续 删 去 三 等 分 后 的 中 间 部 分 
即 可 得 到 . 

又 乘积 空间 24( 即 所 有 从 集 4 到 仅 有 0 和 1 两 个 元 的 离散 空间 的 函数 组 
成 的 族 并 且 具 有 乘积 拓扑 ) 叫做 Cantor 2, 
(a) Cantor 不 连续 统 同 胚 于 2“. (对 2* 中 的 x， 命 1(x) 为 [0, 1] 中 这 
样 的 元 , 它 的 三 进展 式 在 第 Pp 位 为 2x(p).》 

(b) 该 不 连续 统 的 每 一 点 均 为 聚 点 并 且 该 不 连续 统 的 余 集 为 实数 的 一 
个 稠密 开 子 集 。 

(c) 着 4 为 2* 的 一 个 非 空 闭 子 集 , 则 有 从 2° 到 4 的 连续 函数 "使 得 对 
4 中 的 x 有 r(x) 一 := 《如 果 我 们 着 眼 于 作为 2° 的 同 胚 像 的 Cantor 不 连续 
统 , 那 末 它 的 证 明 就 更 容易 看 出 一 些 .) 

(d) 每 一 个 紧 Hausdorff Aa] HI Cantor 空间 的 一 个 闭 子 集 的 连续 
像 、( 设 5 为 所 有 1 上 这 样 的 函数 /组 成 的 族 ， 它 使 得 1(0) MIG) 为 
紧 Hausdorff 空间 X 的 闭 子 集 并 且 f(0)Uf1(1) = X。 车 * 为 27 的 一 个 元 ， 
FEF, WID 为 x 的 闭 子 集 。 这 时 交 A (iO): je F} 为 空 集 或 由 单个 点 
组 成 ， 在 后 一 种 情况 下 就 定义 这 个 点 为 B(x), 我们 能 够 证 明 9 的 定义 域 为 
27 的 一 个 闭 子 集 ; 并 且 若 上 为 x 的 一 个 于 集 ， 则 OU] = {x: * BOE 
义 域 的 一 个 元 并 且 NMC): 1€ F}cU}.) | | 

(c) 每 一 个 紧 度量 空间 X 为 2° 的 连续 像 . CFR IESE hoe F, 我 
位 作 一 个 更 小 的 族 ， 它 起 着 相同 的 作用 ， Fi Use * 为 的 拓扑 的 一 
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个 基 , 则 命 fe(0) = UF, fl) = X~U,.) 

(f) 每 一 个 Cantor 空间 24 满足 可 数 链 条 件 ; 即 每 一 个 互 不 相交 的 开 集 
LT. (EU 是 24 的 一 个 互 不 相交 的 开 子 集 族 , 则 我 们 可 以 假定 & 的 
元 恒 属 于 委 积 拓扑 所 定义 的 基 , 即 每 一 个 元 都 在 一 种 自然 意义 下 是 有 限 多 个 
半空 间 的 交 。 这 时 ,对 某 个 整数 a 有 一 个 无 限 ( 事 实 上 不 可 数 ) 的 互 不 相交 的 
族 , 它 的 每 一 个 元 恰 为 > 个 半空 间 的 交 。 再 通过 对 于 互 不 相交 性 的 简单 论证 
也 就 完成 了 它 的 证 明 .) 

有 一 个 较 短 、 但 更 奉 强 附会 的 证 明 . 一 个 具有 按 坐 标 mod2 加 法 的 
Cantor 空间 必 为 紧 拓 扑 群 ,从 而 存在 一 个 Haar 测度 ( 见 Halmos [1;254]), 
因为 该 测度 为 有 限 并 且 对 开 集 为 正 , 故 可 数 链条 件 显然 成 立 )。 

(e) 并 非 每 一 个 紧 Hausdorff 空间 均 为 某 个 Cantor 空间 的 连续 像 。 (不 
可 数 的 离散 空间 的 单 点 紧 扩 张 就 不 满足 可 数 链条 件 .) 

往 命题 (b) 属于 Cantor, (e) 属于 P- Alexandroff 和 Urysohn, 而 
Cf) 和 (s) 属于 J. WwW,，Tuokey。 又 命题 (e) 是 Szpilrajnt™ 的 某 些 结果 的 
一 个 推论 . 


P Stone-Cech 紧 扩 张 的 刻 划 

ił CY) 为 拓扑 空间 X 的 一 个 Hausdorff 紧 扩张 并 且 使 得 对 于 x ERB 
每 一 个 有 界 连续 的 实 值 函数 e, 函数 eof | 恒 有 连续 扩张 ,如 CY) 拓扑 等 价 
于 Stone-Cech 紧 扩 张 (ec，p(X))。 (考虑 6(X) 的 定义 ,) 


Q 关于 紧 扩 张 的 例子 (序数 ) 

设 9 为 所 有 小 于 或 等 于 9 的 序数 组 成 的 集 , 又 设 9, = 9 一 {9}， 并 且 
每 一 个 都 具有 序 拓 扑 , 则 Stone-Cech 紧 扩 张 8(9。) AEF 90'。( 这 从 上 一 间 
题名 可 推出 ， 只 要 我 们 证 明 9。 上 的 每 一 个 有 界 实 值 连 续 函 数 f 都 在 下 列 意 
义 下 最 终 地 为 常数 ，, 即 对 某 个 9, 中 的 x* 当 y > 时 有 Koy) = Ke), Bt 
为 一 个 有 界 连 续 实 值 函数 ,又 > As 为 满足 + > s 的 实数 ， 则 由 问题 4.E 的 
交错 引 理 即 可 证 得 集 {x: Mx) Sr} 和 {z: Mx) <s} 中 之 一 必 为 可 数 集 . 
利用 这 个 事实 就 不 难看 出 了 最 终 地 为 常数 。 实 际 上 , f 为 有 界 的 假设 是 非 本 
质 的 ,) 

注 ”这 个 结果 属于 Yong"), 


1) 9。 的 这 个 精细 的 性 质 ，E. Hewitt 在 构造 一 个 正则 Hausdorff 空间 X 使 得 
艾 上 的 每 一 个 连续 实 值 盟 数 为 常数 时 就 已 经 用 到 ， 
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itx 为 一 个 T, Bilal, MIS F 为 x 的 所 有 闭 子 集 组 成 的 族 , 再 设 w(X) 为 
多 的 所 有 这 样 的 子 族 A 的 全 体 、 它 具有 有 限 交 性 质 并 且 在 多 中 关于 该 性 质 
JEK. 

(a) 车 .x € w(X)， 则 .zf 的 两 个 元 的 交 仍 为 .4 的 一 个 元 ;对 偶 地 ,车 4 和 
BH F~ AM ETEM AUB DA F~ 的 元 。( 见 问题 2.1.) 

(b) 对 XxX 的 每 一 点 x 命 B(x) = {4: AEF Brew}, WMO BMX Bl 
w(X) 内 的 一 对 一 上 映射。 

(c) 对 XX 的 每 一 个 开 子 集 U, Ut = (ot EX) 且 对 心中 的 某 个 
A ACU}, W) w(X)~0* = Ls X~UE w}， 若 U 和 V5V 为 X 的 开 于 集 ， 
则 (UNV)* = U*Nv* 并 有 (UUV)* = UrUD*. 

(d) 设 w(x) 具有 这 样 的 拓扑 , 它 的 一 个 基 为 所 有 形 如 U* 的 集 组 成 的 
族 , 其 中 心 为 X 中 的 开 集 ,， 则 w(X) 为 紧 , 映射 由 连续 并 且 $C(X) 在 w(X) 中 
AG. (证 明 紧 性 是 和 通过 对 这 个 基 的 元 的 余 集 的 有 限 交 竹 质 的 论证 .) 

(e) 若 X 为 正规 空间 , 则 w(X) 为 Hausdorff 空间 ， 

(E) 若 / 为 X 上 的 一 个 有 界 连续 实 值 函 数 , 则 foo 可 以 连续 地 扩张 到 
整个 w(X).(〈 若 不 可 能 有 这 样 的 连续 扩张 , 则 通过 一 些 论证 可 以 说 明 存 在 实 
数 的 互 不 相交 闭 子 集 R 和 SBR] 入 [5S] 互 不 相交 ， 而 这 些 集 关 于 
的 像 的 闭 包 却 相 交 ， 另 一 方面 ; 若 4 和 8 为 X 的 互 不 相交 闭 子 集 , 则 {-w: 
ACM} 和 {x :BE A} 互 不 相交 并 且 为 w(X) 中 的 闭 集 .) 

(e) 车 w(X) 为 Hausdorff 空间 , 则 Wallman 紧 扩 张 拓 扑 等 价 于 Stone- 
Cech 紧 扩张 .( 见 问题 5.?.) 

注 Wallman 紧 扩 张 (Wallman[1]) 的 主要 价值 在 于 : BUH U* 的 对 应 
保持 有 限 交 和 并 的 运算 。 另 外 ,通过 该 对 应 x 的 拓扑 变 为 w(X) 的 拓扑 的 一 
个 基 , 并 生 从 这 个 事实 可 推出 xX 的 维 数 ( 在 米 盖 意义 下 ) 和 w(xX) 的 维 数 相等 ， 
以 及 X 和 w(X) 有 辣 构 的 Cech 同调 群 。 还 有 一 种 有 关 的 构造 见 Samuel[1]. 


S Boole 环 Stone 表示 定理 
- i CR; +5°) 为 Boole 环 〈 见 问题 2.K), Mik S’ 为 所 有 从 RR 到 l,( 一 
mod 2 的 整数 ) 内 的 环 同 态 组 成 的 集 , 再 设 S = S'~{0}, Rh oo EESTE 
HAS MWS ERRE 的 一 个 子 集 。 另 外 环 尽 的 Stone 空间 是 指 具 有 相对 
乘积 拓扑 的 3 (2 指定 了 离散 拓扑 ) . 
Boole 空间 是 指 这 样 的 Hausdortt 空间 , ERRATA R TRARY 
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拓扑 的 一 个 基 。2Boole 空间 自然 为 局 部 紧 。 又 Boole 空间 的 特征 环 是 指 所 有 
取 值 于 的 这 样 的 连续 函数 f 组 成 的 环 , 它 使 得 六 [1 | 为 紧 ( 即 所 有 在 某 个 | 
紧 集 外 为 零 钓 取 值 于 HAR, A tA ee RR 5 SEY DR) 。 

(a) Boole TKR Stone 空间 为 Boole 空间 并 且 当 RR 有 单位 元 时 它 还 是 
紧 的 . 〈 在 这 种 情况 下 S = {h; RES H ACL) = 1}.) 

(b) Stone-Weierstrass mod 2, 1& Z A Boole 空间 X 的 特征 环 ， 又 设 I 
为 多 的 子 环 , 它 有 共有 两 点 性 质 ( 即 对 X PARMA +Ay 与 1 中 的 a 和 5 有 
9 中 的 & 使 得 g(z) =o HH ely) = 4), F =v, 

(AXAK, 则 多 具有 两 点 性 质 当 Ie V HAS 在 这 样 的 意义 下 分 离 点 
i, BOS xX PAA = Ay A 8 中 的 8 使 得 s(x) 关 g(y)。 通 过 一 种 惯用 
而 又 有 益 的 紧 性 论证 方法 我 们 由 可 得 到 (b). 开始 我 们 先 证 明 对 XxX 的 紧 子 
RYM YA rA I RAI e 使 得 g(x) = 0 并 且 &8 在 Y 上 为 1.) 

(c) 表示 定理 。 每 一 个 Boole 环 同 构 于 (关于 计 值 映射 ) EN Stone 空 
间 的 特征 环 。 (对 尺 中 的 ”在 ”处 的 计 值 e(*) 为 S 上 的 这 样 的 函数 , 它 在 
的 元 :处 的 值 为 :(?)， 这 个 定 现 的 成 立 是 依赖 于 有 外 久 多 同 态 的 存在 (问题 
2.K) 和 上 一 命题 (b).) 

(d) Æx% Booe AH], F 为 它 的 特征 环 并 且 为 中 的 一 个 极 大 真 
理想 ， 则 对 X 中 的 某 个 x* 有 F = {f:; H+) = OF, (首先 证 明 如 果 没 有 一 个 
点 使 得 9 的 一 切 元 在 其 上 为 零 , 那 末 了 =F.) 

Ce) 对 偶 表 示 定 理 。 若 工 为 Boole 空间 ， 则 x PREF CRF TPR 
的 特征 环 的 Stone 空间 . 《每 一 个 极 大 理想 为 一 个 到 内 的 唯一 同 态 的 零点 
的 集 并 且 每 一 个 如 此 的 零点 的 集 为 一 个 极 大 理想 。 上 一 命题 (d) 实质 上 证 
BAT theme Sy BR xX Zi] Stone 空间 上 .) 

Æ ERRET M. H. Stone", | 

表示 Booe 空间 的 方法 有 一 种 有 趣 的 变形 。 若 X 为 Boole BiH, tr 多 
为 所 有 从 X 到 1; 的 连续 函数 的 环 (ART [1] 为 紧 集 的 要 求 )， 则 从 和 到 
FH} Stone 空间 5 的 计 值 映射 仍 为 一 个 同 胚 ， 但 s 为 紧 并 且 事 实 上 它 是 同 
MEF Stone-Cech 紧 扩 张 ECX). 我 们 略 去 这 个 事实 以 及 Boole 环 的 理想 和 子 
环 的 借助 Stone 空间 来 刻 划 的 证 明 ， 

最 后 ,我 们 对 这 个 问题 的 安排 是 使 它 能 够 转 到 局 部 紧 Hausdorff 空间 x 
上 的 所 有 使 得 对 “> 0， 集 {x:; (7) Se} 为 紧 集 的 连续 实 值 函 数 的 代数 上 
去 。 最 困难 的 步骤 为 问题 7.R 的 Stone-Weierstrass 定理 , 而 上 述 的 (>) BE 
的 一 种 缩影 。 另外 它 还 可 以 转 到 一 种 与 上 一 要 极为 相似 的 情况 ， 即 若 X 为 
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设 (X, d) 为 紧 的 伪 度 量 空间 。 对 每 一 个 正 数 ,定义 从 和 的 点 * 到 X 的 
RY 的 <- 链 为 一 个 有 限 的 点 列 , 它 的 起 点 为 *, 终点 为 了 并 且 相 邻 两 点 之 间 
的 距离 小 于 -. 另外 对 XxX 的 每 一 个 子 集 4,Cs(4) 定义 为 所 有 能 够 通过 一 个 。- 
链 与 4 的 点 相连 接 的 点 组 成 的 集 ， 又 C(4) 定义 为 fc.(4): e>0}, 一 个 
等 价 的 定义 是 : f Po(4) = 4，Pi(4) = {x: dist(x, 4)<e}, 再 归纳 地 命 
Vayl A) = V (VCA), WE Ce(4) = U {V4): nEw}, 

(a) 对 每 一 个 。> 0 和 每 一 个 集 4, RCA) AERA. 

(b) 若 4 为 XxX 的 连通 子 集 ; 则 5c(4) 为 连通 。 因 此 对 每 一 点 x，c({x}) 
为 X 关 于 * 的 连通 区 Ce, CE C(4) 为 互 不 相交 闭 子 集 3 和 D 的 并 , 则 命 1 = 
[dist(B, D)]/3 并 且 利 用 问题 5.G 证 明 对 某 个 正 的 。 有 C (cf :dist(*， 
BUD)<f},) 

(c) FAX WFR, M CCA) = U{C.: E44}, (Bx Ec(A), 则 对 
某 个 正 的 < 有 x*¢ C.(4).) 

(d) 将 X 分 成 连通 区 的 分 解 为 上 半 连 续 ， 

(e) 车 xX 为 连通 , 右 为 点 x 的 一 个 开 邻 域 ， 则 存在 上 的 某 个 连通 区 使 得 
它 的 闭 包 与 X ~u RX. ( 若 不 然 , 则 有 连通 区 闭 包 的 一 个 紧邻 域 了 , 它 包含 
EUW.: 又 Vv 关于 x 的 连通 区 包含 在 的 内 部 V' 内 ,并 且 利 用 (c) 可 证 得 存 
在 的 开 和 闭 于 集 分 别 包含 V~V* 和 *.) 

(f) 不 存在 多 于 一 个 点 的 xX 的 闭 连通 子 集 是 可 数 多 个 互 不 相交 闭 于 集 
的 并 , (命题 (<) 在 这 个 证 明 中 起 着 一 种 鉴别 的 作用 . 若 案 UL: new) 为 
MERR mR 4 为 闭 集 并 且 互 不 相交 , 则 可 找到 一 个 闭 连 通 集 , 它 与 4. 不 
相交 ,但 与 不 止 一 个 的 4; 相交 .) | 

(g) 设 Xx 为 具有 通常 度量 的 欧 几 里 德 平面 的 子 集 (e, y): y = 1}, 
WX 为 局 部 紧 并 且 对 每 一 个 “>0， 任 何 两 点 可 以 通过 一 个 <- 链 相连 接 , 但 
X 不 连通 

注 这 个 问题 的 结果 可 以 很 自然 地 推广 到 紧 Hausdorff (RREN) | 空 
间 。 而 齐 -覆盖 定理 5.27 就 提供 了 必要 的 工具 . 

为 了 避免 命题 〈e) 造成 对 连通 集 性 质 过 于 乐观 的 印象 我 们 再 陈 述 
Knaster 和 Kuratowski [1] 的 经 典 例子 , 即 存在 欧 几 里 德 平面 的 连通 子 空间 
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xX 和 XX 的 点 * 使 得 X~{*} 不 包含 连通 集 。 


U 完满 正规 空间 -、 

EU 为 集 X 的 一 个 子 集 族 , * 为 X 的 一 个 点 , 则 多 在 * 处 的 星 形 是 指 所 
有 使 得 * 属于 其 内 的 多 中 这 样 的 元 的 并 。 RIKER AY 的 星 形 加 细 当 
目 仅 当 所 有 % 在 X 的 点 处 的 星 形 组 成 的 族 为 2 的 一 个 加 细 。 又 称 拓扑 空间 
为 完满 正规 当 且 仅 当 每 一 个 开 履 盖 有 开 的 星 形 加 细 。 这 时 有 : 正则 拓扑 空 
闻 为 完满 正规 当 且 仅 当 它 为 仿 紧 。 CX 为 仿 紧 ， 则 由 齐 - 覆 盖 性 质 和 引 理 
5.30 即 可 给 出 完满 正规 性 的 一 “容易 的 证 明 。 另 一 方面 , 着 XxX 为 完满 正规 ， 
QW 为 一 个 开 覆 盖 , 和 而 》 为 W 的 一 个 开 的 星 形 加 细则 U{VxV: VEX} 为 对 
角 线 的 一 个 邻 域 .) 

注 ”完满 正规 性 的 定义 属于 J W. Tukey, 他 证 明了 许多 有 用 的 性 
质 。 至 于 它 与 仿 紧 性 的 等 价 , 则 是 由 A H. Stone 证 明 的 。 


vV ”点 有 限 覆 盖 与 亚 紧 空间 

我 们 称 x 的 子 集 族 为 点 有 限 当 且 仅 当 X 的 每 一 点 都 属于 有 限 多 个 该 族 
的 元 。 又 称 拓扑 空间 为 亚 紧 当 且 仅 当 每 一 个 开 覆 盖 有 点 有 限 的 加 细 , 

(a) ZU 为 正规 空间 的 一 个 点 有 限 开 覆盖 ， 则 对 & 中 的 每 一 个 可 
选 到 一 个 开 集 GU) 使 得 C(U)- CU 并 且 所 有 集 CU) 组 成 的 族 为 XxX 的 一 个 
履 盖 .( 选 满足 下 列 条 件 的 所 有 函数 组 成 的 类 中 的 一 个 极 大 元 :F 的 定义 域 
为 UW 的 一 个 子 族 , 并 且 对 的 定义 域 中 的 每 一 个 U0， FU) 为 开 柴 并 且 它 的 闭 
包 包 含 在 UU 内 ,同时 U{FC(U):0EF 的 定义 域 } UU{V: VE WW H VEF 的 定 
XR) 一 X. 而 从 的 点 有 限 性 即 可 推出 如 此 的 极 大 元 F 必定 存在 .) 

Ch》 一 个 集 的 点 有 限 覆 盖 恒 有 一 个 极 小 于 种 兰 《 即 一 一 个 这 样 的 子 覆 盖 ， 
它 不 存在 仍 为 覆盖 的 真子 族 ) . 

(c) WR 7,- 空 间 为 可 数 紧 ( 见 问题 5.E) 当 且 仅 当 它 为 紧 。 

注 “ 命 题 (b) 和 (c) 直接 取 之 于 Arens 和 Dugundii [1], 


w 单位 分 解 

拓扑 空间 x 上 的 单位 分 解 指 的 是 从 X 到 非 负 实数 的 所 有 这 样 的 连续 函 
数组 成 的 族 FE， 它 使 得 对 X 中 的 每 一 个 = 有 H): 16 有 一 1 并 且 除 有 限 
多 个 外 ,所 有 下 的 元 在 X 的 每 一 点 的 某 个 邻 域外 为 零 .， 又 单位 分 解 下 叫做 从 
属于 X 的 覆盖 at 当 且 仅 当 下 的 每 一 个 元 在 & 的 某 个 元 外 为 零 , 则 ; 对 正规 空 
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ANS—-hMARARMWABEY 有 从 属于 & MN BALD. ENER 
稍微 更 强 的 结果 : 若 多 为 正规 空间 的 一 个 局 部 有 限 开 覆盖 ， 则 对 多 中 的 每 
一 个 U 可 选 到 一 个 非 负 连续 函数 fu 使 得 fu 在 U 外 为 0 并且 处 处 小 于 或 等 于 
1， 同 时 对 一 切 * 有 2{fv(x); UE WU} = 1,《 见 上 面 的 问题 5.V(a).) 

注 ”就 我 所 知 , 这 个 结果 (近似 的 形式 ) 是 独立 地 属于 Hurewicz, Bochner 
和 Dicudonne $J, 


X 关于 半 连 续 项 数 的 中 间 定 理 

设 8 和 如 分别 为 仿 紧 空间 X 上 的 下 半 和 上 半 连 续 的 实 值 冰 数 ,又 设 对 XX 
中 的 所 有 A AMx*)<eg(z)。， 则 有 X 上 的 连续 实 值 函数 2 使 得 对 每 一 个 x 有 
hx)<plx)<<e(x).( 设 WH 为 Xx 的 所 有 这 样 开 子 集 U 组 成 的 族 , 它 使 得 在 
U 上 的 上 确 界 小 于 8 在 0 上 的 下 确 界 ， 又 设 F 为 从 属于 多 的 单位 分 解 。 若 
对 正中 的 每 一 个 已 A k 使 得 当 1(x) SO 时 有 A(x) < ki < gel), HEM 
p(x) = L{kyf(x): FEF}, We 在 点 x 处 的 值 为 位 于 4(x) 和 g(x) 之 间 的 数 
的 平均 .) 

注 ”通过 先 寻 找 族 多 的 一 个 可 数 加 细 ， 上 述 结果 可 以 得 到 改进 ， 这 时 
该 命题 对 可 数 仿 紧 空 间 ( 即 每 一 个 可 数 开 覆盖 都 有 局 部 有 限 的 加 细 ) 也 成 立 。 
而 且 这 个 定理 的 这 种 加 强 形式 的 逆 也 还 是 成 立 的 。Dowker'*! 已 经 证 明了 下 
列 命 题 的 等 价 性 : C) X 为 可 数 仿 紧 并 且 正 规 的 空间 ，(2) X 和 闭 单位 区 间 
的 乘积 为 正规 空间 ，(3) 上 述 命题 ，Dowker 还 证 明了 完备 正规 空间 (正规 
并 且 每 一 个 闭 子 集 为 一 个 G) 恒 为 可 数 仿 紧 空间 。 但 我们 还 不 知道 正规 
Hausdorff SEE YEA A RH RAIA. 


Y 仿 紧 空间 

(a) 每 一 个 正则 Lindelof 空间 为 仿 紧 空间 . 

(b》 若 定义 拓扑 空间 为 o 紧 当 且 仅 当 它 是 可 数 多 个 紧 子 集 的 并 , 则 每 一 
个 o 紧 空间 为 Lindelöf 空间 . 


(c) 若 正 则 空间 为 Lindelsf 子 空间 的 一 个 开 离散 族 的 元 之 并 , WEA 


1) 这 个 问题 因 在 1951 年 由 C. H. Dowker 正式 提出 而 命名 为 Dowker 问题 . 
它 的 答案 是 否定 的 ， 因 为 在 1971 EM. E. Rudin 巧妙 地 作出 了 一 个 反例 ， 即 
好 作出 了 一 个 非 可 数 仿 紧 的 正规 Hausdorff 空间 ( 详 见 M. E. Rudin, A 
normal space X for which XXI is not normal, Fund. Math. 73 (1971) 
179—186), RSE | 
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ASA, BE- RS WR, (SATA REE RBR, 
它 是 以 包含 单位 元 的 一 个 确定 紧邻 域 的 最 小 子 群 为 模 的 . ) 

(d) 问题 1.K 和 4.1 中 的 半 开 区 间 空间 为 正则 Lindelat 空间 ,因而 为 仿 
R. 这 个 空间 和 人 它 自 己 的 笛 卡 儿 乘积 为 非 正 规 空间 , 从 而 为 非 仿 紧 . 

(e) 具有 序 拓扑 的 所 有 小 于 第 一 个 不 可 数 序数 的 序数 组 成 的 集 为 非 仿 
紧 . (考察 由 所 有 形 如 {x: <a) 的 集 所 组 成 的 覆盖 。 该 覆盖 的 任何 一 个 加 
细 的 每 一 个 元 的 上 确 界 小 于 a.) 

注 上述 的 命题 (a) 属于 Morint"。 关 于 仿 紧 性 更 进一步 的 情况 (Fe 定 
理 ,乘积 等 ) 见 Michacl(1], Bing’? 研究 了 介 于 正规 性 和 仿 紧 性 之 间 的 一 种 
正规 性 条 件 。 从 这 种 联系 的 角度 ， 还 应 当 强 调 引 理 5.31 说 明了 念 紧 空 间 的 
一 种 值得 注意 的 正 磺 性 的 性 质 。 


» 160% 


SrA 一 致 空间 


度量 空间 有 几 条 非 拓 扑 的 性 质 ， 但 与 拓扑 的 性 质 有 着 密切 的 
联系 .现在 我 们 给 出 所 考虑 的 这 种 联系 的 例子 ,而 将 定义 和 证 明 留 
到 以 后 。Cauchy 序列 的 性 质 不 是 一 个 拓扑 不 变量 ,因为 由 1(*)= 
lx 所 确定 的 从 正 实数 空间 到 它 自己 上 的 同 胀 1 变 Cauchy 序列 
{1/(n + 1): n€ o} HAE Cauchy 序列 {n + 1: n€ 0}. 但 从 关于 
Cauchy 序列 的 命题 可 能 导出 拓扑 的 结果 ,例如 所 有 实数 的 空间 
的 子 集 4 为 闭 集 当 且 仅 当 每 一 个 4 中 的 Cauchy 序列 收敛 于 -4 中 
的 某 个 点 。 另 外 , 反 过 来 的 情况 也 可 能 出 现 , 例 如 紧 度 量 空间 上 的 
每 一 个 连续 函数 为 一 致 连续 .这 时 我 们 从 一 个 拓扑 的 前 提 (空间 
为 紧 ) 导出 了 一 个 非 拓扑 的 结论 (函数 为 一 致 连续 )。 本 章 就 着 重 
研究 这 种 类 型 的 拟 拓 扑 结果 . 

在 研究 一 致 性 性 质 时 ， 我 们 所 使 用 的 数学 构造 通常 叫做 一 臻 
空间 ， 一 个 简短 的 讨论 将 说 明 这 个 属于 A. Weil 的 概念 如 何 适 
H. _ 

我 们 称 伪 度量 空间 (X,d) 中 的 序列 {rns nEw} 为 Cauchy 
FED HERY m A n > 00 时 d(x,x,) KATE. 这 个 概念 在 任 
意 拓 扑 空间 内 是 没有 意义 的 . 为 了 定义 Cauchy 序列 ,必须 知道 在 
茶 种 意义 下 什么 样 的 点 偶 (x; y) 的 距离 d(x, y) 为 任意 小 ， 这 一 
陈述 可 以 按 下 列 方式 使 它 精 确 化 ， 若 命 Var = {Cr y): dx, y) 
<r}, Wi {rns nEw} % Cauchy 序列 当 且 仅 当 对 每 一 个 正 的 + 
mAn RAAK Cems te) 为 Var 的 元 . 另外 ,一 致 连续 的 概念 
也 可 以 通过 所 有 形 如 Va, 的 集 所 构成 的 集 族 来 加 以 描述 。 这样， 
就 启发 我 们 对 集 X 和 名 xX 的 一 个 特殊 的 子 集 族 的 考虑 

若 久 为 拓扑 群 ; 则 我 们 称 序列 {xn €o} 为 Cauchy 序列 当 
AM mile DK rarr HU FRM ce. 而 且 , 在 叙述 这 
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一 定义 时 所 需要 的 知识 仍 是 关于 点 偶 的 知识 。 这 表明 我 们 必须 知 
道 什 么 样 的 点 偶 (x,y) 才能 使 得 zy 接近 于 单元 <。 若 对 e 的 每 
一 个 邻 域 0, 命 Vy = {Cx, y): xy € U}, 则 易 见 所 有 形 如 Vy 
的 集 所 组 成 的 集 族 就 决定 了 什么 样 的 序列 为 Cauchy 序列 . 

我 们 定义 一 致 空 间 为 一 个 集 X 与 XX 的 一 个 满足 某 些 自然 
条 件 的 子 集 族 .。 显然 这 是 来 自 上 面 两 个 例子 所 提供 的 模型 。 然 
而 应 当 强 调 指 出 , 这 决 不 是 研究 一 臻 结构 的 仅 有 的 框架 。 我 们 也 
可 以 研究 集 x 和 由 X 上 的 伪 度 量 所 组 成 的 一 个 特殊 族 ， 或 标 出 x 
的 一 类 一 致 覆盖 (粗糙 地 说 , 即 在 Lebesgue 覆盖 引 理 5.26 的 意义 
F) 的 那 种 覆盖 .我 们 还 可 以 讨论 取 值 于 比 实数 限制 更 少 的 一 种 
结构 的 “度量 ”， 所 有 这 些 概念 本 质 上 是 等 价 的 ,这 将 在 本 章 末 的 
问题 中 给 出 . 

最 后 ， 还 必须 指出 度量 空间 有 一 些 一 致 性 质 不 能 推广 到 限制 
更 少 的 情形 .最 未 一 节 将 针对 其 中 某 些 性 质 进行 研究 . 


一 致 结构 和 一 致 拓扑 


现在 我 们 开始 从 事 一 个 集 X 和 它 自己 的 笛 卡 儿科 积 XxX 的 
子 集 的 研究 。 这 些 子 集 都 是 在 预备 知识 意义 下 的 关系 .为 方便 起 
见 ， 我 们 先 回 顾 一 下 在 预备 知识 中 已 给 出 的 一 些 定义 和 有 关 的 结 
R., 一 个 关系 就 是 序 偶 的 一 个 集 , 并 且 若 局 为 一 关系 , 则 其 逆 关 系 
U` 是 指 所 有 使 得 (y, r) E U RIC, y) 的 集 . 取 道 的 运算 在 (Z 一 72 
恒 为 的 意义 下 是 对 合 的 .另外 若 U =U, WRU AXK. Æ U 
和 VV 为 关系 , 则 合成 VV 指 的 是 所 有 满足 后 一 条 件 的 (x*,z) 所 组 
成 的 集 : FERA YE (Cx, y) EV 和 (y, EU 成 立 。 易 见 合 成 
运算 满足 结合 律 , 即 Uo(VoW)=(UcV)oW, 并 且 恒 有 (VoV)!= 
VoU 成 立 。 对 X 中 的 x, 所 有 的 (x, x) 所 组 成 的 集 叫 做 恒 等 
关系 或 对 角 线 , 并 且 记 为 ACX). REA A. 对 X 的 每 一 个 子 
RA, 集 U[4] 定义 为 {y: Mt ASE A (x, yD EU}, He 
为 X 的 一 个 点 ， 则 U[x] REH UL}. 对 每 一 个 U,V 和 每 一 
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个 4 有 UoV[A] =U[V[A]] 成 立 。 最 后 还 需要 一 个 简单 的 引 
HE, 

1 引 理 . 若 了 为 对 称 的 ， 则 VoUoV 一 U{V[x]xV[ly]: C, 
7y7)6 U}. 

证 明 。 因 为 由 定义 VeUoV 是 所 有 满足 后 一 条 件 的 (u,v) 的 
E. 对 某 个 zx MN Ga, x)EV,(x+,，y)EU 和 (y,v)EV 成 
立 , 又 由 于 了 为 对 称 的 ， 故 它 就 是 所 有 满足 后 一 条 件 的 《xs，z) 的 
集 SUAS Cx, y) 有 wxEV[x] 和 wevV[y] R. 但 
uE Vir] MM ve V[y] 5H 4 Ca, v)€EV[Ix]xV[ly]， 从 而 
VoUoV = {(w，v); 对 中 的 某 个 C, y) 有 (u,v)€ VLx]x 
V[y]} = U{VIx]x VIyI: (x, y)€ U}.| 

集 X 的 一 个 一 致 结构 是 XXX 的 一 个 非 空子 集 族 RK HAG 已 
满足 : 

(a) 2 的 每 一 个 元 包含 对 角 线 A; 

(b) Æ UE, NUTEK; 

Cc) EUER, 则 对 QU 中 的 某 个 7F 有 7oeFCD; 

(d) EU, V ARUTA uNVE &; 

(ec) UEU 并且 VCFCXXX， 则 了 ec 
K(X, 2 ) 叫做 一 致 空间 . 

根据 度量 的 概念 ,我 们 不 难看 铺 上 述 的 各 个 条 件 的 度量 根源 . 
其 中 的 第 一 条 是 从 条 件 die, x) 一 0 导出 的 ,而 第 二 条 则 是 从 对 
PRR dlr, y) = d(y,x) 导出 的 .第 三 条 是 三 角 不 等 式 的 一 种 
退化 的 形式 一 一 粗糙 地 说 , 即 对 +r- 球 恒 有 +/2- 球 。 第 四 条 和 第 五 
条 相似 于 一 点 邻 域 系 的 公理 ， 并 且 它 将 要 用 来 导出 关于 后 面 所 要 
定义 的 一 种 拓扑 的 邻 域 系 的 要 应 性 质 . 

对 于 一 个 集 X 可 以 有 许多 不 同 的 一 致 结构 。 其 中 的 最 大 者 是 
所 有 包含 A 的 XXX 的 子 集 所 组 成 的 集 族 ， 而 最 小 者 是 XXX 为 
仅 有 的 元 的 集 族 . 若 X 为 实数 集 , 则 X 的 通常 一 致 结构 是 指 所 有 满 
足 后 一 条 件 的 子 集 忌 所 组 成 的 集 族 UM : HENE r A {Cy 
le — y| < r}CU. U 的 每 一 个 元 部 是 对 角 线 A (方程 为 
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”一 zx 的 直线 ) 的 邻 域 ,然而 ， MRE PBA RAE 2 
元 . 例如 , 集 {C(x,y): [x — yi 二 1/(1 十 [1 TARBH, 但 
就 不 是 人 的 元 . 

昌 然 入 的 两 个 一 致 结构 的 并 或 交 仍 为 一 个 一 致 结构 的 结论 并 
不 普遍 成 立 ， 但 一 族 一 致 结构 的 并 可 以 在 一 种 相当 自然 的 意义 下 
生成 一 个 一 致 结构 。 我 们 称 一 致 结构 2 的 子 族 D A A 
且 仅 当 的 每 一 个 元 都 包含 有 络 的 一 个 元 . E BIH 
个 基 , 则 B 就 完全 决定 了 人 2 ,因为 XXX 的 子 集 忆 属于 当 且 

仅 当 也 包 含有 BWI. MPRA ACHWFESERMS 

的 元 的 所 有 有 限 交 的 族 为 U 了 购 基 .这 些 定 义 完全 相似 于 拓扑 的 
基 和 子 基 的 定义 . 

. 2 定理 . XXX 的 于 集 族 B 为 X 的 某 个 一 致 结 WELE 
仅 当 | 
O (a) BOB ROAM AR A; 
(>) HUE B, MU" Ake BPE 
(c) BUC B, NY 绍 中 的 某 个 V 有 VoVCU; 
D BMT EOL BWP. 
我 们 略 去 这 个 命题 的 直接 的 证 明 ， 
作为 某 个 一 致 结构 的 子 基 的 刻 划 并 不 能 也 这 样 容易 地 给 出 . 
然而 ,下 列 的 简单 结果 可 以 满足 我 们 的 需要 . 

3 定理 . XXX PRRI 为 X 的 基 个 一 至 结构 的 子 基 , 候 
如 
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a OOO ETE TETEE CEET Tere tte ra 

证 明 。 显然， 我 们 只 人 须 证 22 的 元 的 所 有 有 限 交 组 成 的 族 g 
满足 定理 6.2 的 条 件 ， 而 这 一 点 从 下 列 事实 容易 推 得 : BU, 
U, 和 Vis t's V ,是 XXX 的 子 集 ,并 设 U = N{U;: i= lype, 
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nt}, V=N{V;: @=1,---,0}, 04 VCU; CBW Vio V;CU,) 
对 每 一 个 i 都 成 立时 ,有 VCUT!( 相 应 地 VoVCU). | 

ECX, Bf ) 为 一 致 空间 , 则 一 致 结构 gl 的 拓扑 或 一 致 拓扑 .到 

措 所 有 满足 后 一 条 件 的 X 的 子 集 工 所 构成 的 集 族 : 对 工 中 每 一 
E ENAU ER U[L]CT. 《这 恰好 是 度量 拓 拉 的 推 
广 ， 度 量 拓扑 就 是 所 有 包含 以 其 内 每 一 点 为 球 心 的 一 个 球 的 那 种 
集 所 组 成 的 集 族 . ) 我 们 必须 证 明史 的 确 是 一 个 拓扑 ,但 这 是 不 难 
AS: 根据 定义 .六 的 元 的 并 确实 也 是 .多 的 元 ; ATMSHAT 的 
Jt xE TNS, WHO 中 的 局 和 了 使 得 VizJCT 并 且 V(xICS, 
Min UUNV)[xICTNS, FH TASES; 即 . 史 为 一 个 拓扑 ， 

现在 我 们 来 考察 一 致 结 父 和 一 致 拓扑 之 间 的 关系 . 

4 定理 ，X 的 子 集 4 关于 一 至 拓扑 的 内 部 是 记 有 符合 条 件 : 
对 36 中 的 基 个 口 有 ULICA 的 点 * 的 集 

HE. 我 们 只 须 证 集 B = {x: 对 2 中 的 某 个 U 有 U[xJc 
A} 关于 一 致 拓扑 为 开 集 ， 因为 8 必定 包含 4 的 每 一 个 开 子 集 ， 改 
E B 为 开 集 , 则 它 必定 就 是 4 的 内 部 。 若 x € B, WAZ ITU E 
得 U[x]CC4， 同 时 还 有 Y 中 的 了 使 得 VeVCUVU; FRA yev 
[x], W V[y]JCVoV[x]JCULx]jCA, BD yE Bs 从 而 VIxICB, 
亦 即 B 为 开 集 .| 

因为 显然 对 一 致 结构 QU 中 的 每 一 个 U,U[x] 是 * 的 邻 域 : 故 
所 有 集 U[x], UEU 的 族 是 * 的 邻 域 系 的 一 个 基 《〈 实 际 上 该 族 
与 邻 域 系 相同 ,但 这 一 点 不 很 要 时 下 ees. 
phenome oak fa ‘Sibi © 的 入城 和 的 一 个 基 
(相应 地 子 基 ) 

X 的 一 致 拓扑 可 以 用 来 作出 XxX 的 一 个 乘积 拓扑 ， 正如 我 
们 所 期 望 的 那样 ， 一 致 结 构 的 元 关于 乘积 拓扑 有 一 种 特殊 的 结 
构 ， 

6 s ee BUS RU HOLT EMU OATS « Bl 
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基 . 

证 明 。 因 为 XXX 的 子 集 M 的 内 部 为 所 有 符合 条 件 : WW 
AM UR VY, 有 U[xzj]xF[yjCM 的 (x, y) RIR XAN UN 
VEK, 故 M 的 内 部 为 es y): 对 2 RRTV, A Vix] Xx 
V{ylICM}. UEY, WE K 的 对 称 的 元 V 使 得 VoVoVCU， 
再 根据 引 理 6.1 有 VoVoV= 一 U{V[x1xV[ly]: (x,y)eEV}. 因 此 ， 
V 的 每 一 点 都 是 UU 的 内 点 、 即 也 的 内 部 包含 了， 从 而 为 av 的 一 个 
元 .| 

根据 上 一 定理 ， 一 致 结构 的 每 一 个 元 都 是 对 角 线 的 邻 域 .但 
应 该 强调 指出 ， 该 命题 的 逆 并 不 成 立 。 实际 上 , X 可 以 有 许多 很 
不 相同 的 一 致 结构 ， MESRA HANAI, 因而 对 和 角 线 也 具有 相 
同 的 邻 域 系 ， 

BL}. XXX TRMA ey Ue 2}. 

证 明 . 因为 点 x x 属于 久 的 子 集 4 的 闭 包 当 且 仅 当 对 人 BU 中 的 每 
一 个 U,UIx] 与 4 相交 ,但 Ufx] 与 4 相交 当 且 仅 当 x€ ULAJ, 又 
UU 的 每 一 个 元 包含 有 一 个 对 称 的 元 ,; 故 x€ AYA MOAN 
每 一 个 品 有 x*EUf4]， 从 而 第 一 个 命题 获 证 ， 

类 似 地 , 若 品 为 QU 的 一 个 对 称 的 元 ,; 则 U[x]xU[y] 与 XXX 
的 子 集 M 相 交 当 且 仅 当 对 M 中 的 昔 个 (u, v) 有 (x, y) € U[u] x 
U[v], 即 当 且 仅 当 C(x, y)€ U{U[4] XU[e]; (u, EM}. AH 
由 引 理 6.1， 最 后 的 一 个 集 为 U0eMoU, REG, y) E MOSHA 
当 (x, y)E N{UoMeoU;: UE @},| 

8 定理 ， 一 至 结构 2 HAMM RA OW 
的 一 个 基 . 

证 明 . 车 UE UU, 则 人 UM 有 一 个 元 V 使 得 VoVoVCU, hm 
上 一 定理 便 知 VoVoV 包含 了 的 闭 包 ; 从 而 UU 包含 2 的 一 个 闭 的 
元 三 同时 WOW 即 为 QU 的 一 个 闭 对 称 的 元 .| 

稍 后 , 我 们 将 要 证 明 一 致 空间 (更 精确 地 说 ， 就 是 带 有 一 致 拓 
扑 的 空间 ) 恒 为 全 正则 空间 .而 目前 容易 看 出 这 祥 的 空间 必 为 正则 
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空间 , 因为 点 * 的 每 一 个 邻 域 包含 一 个 邻 域 了 [xz] RV HOW 
一 个 闭 元 ,从 而 Vie] 为 闭 集 ， 因 此 ,具有 一 致 拓扑 的 空间 为 Ha- 
usdorff 空间 当 且 仅 当 每 一 个 由 单个 点 所 组 成 的 集 为 闭 集 ， 又 由 于 
Bix} 的 闭 包 为 人 {UU [r]: ec 所 以 该 空间 为 Hausdorff 2 
WERN: UC OW} 为 对 角 线 A， 在 这 种 情况 下 (X,2) 
就 叫做 Hausdorff 或 分 离 一 致 空间 . | 


一 致 连续 性 ;乘积 一 致 结构 


若 f 为 定义 在 一 致 空间 (XA) 上 并 且 取 值 于 一 致 空间 (Y， 

P) 内 的 函数 , 则 称 f 关于 2U 和 为 一 履 连 续 当 上 昌 仅 当 对 7 中 
的 每 一 个 V, ee {(x, y): (f(x), Ky))E€ V} AB 的 一 个 元 . 这 
个 条 件 还 可 以 叙述 成 另外 的 几 种 形式 .对 每 一 个 从 X 到 Y 的 函数 
f， 命 fi 为 由 AEF y) ™ C(x); fCy)) 所 定义 的 从 XXY 至 ]] XXY 
的 函数 , 则 f 为 一 致 连续 当 且 仅 当 对 9% 中 的 每 一 个 PV 有 人 WU 中 的 UU 
使 得 h[U]CV， 我 们 还 有 : EZ AY 的 一 个 子 基 , 则 了 为 一 至 
连续 当 且 仅 当 对 乡 中 的 每 一 个 V 有 所 '[V]€ cr (注意 , 广 ! 保存 并 
BZ) BY 为 实数 集 并 且 2 为 通常 一 致 结构 , 则 可 推出 。 f 为 一 
臻 连续 当 且 仅 当 对 每 一 个 正 数 + 有 人 和 中 的 UU 使 得 当 (x;y) EU 时 
有 |iCx) 一 f(y)| <r. 若 X 也 是 带 有 通常 一 致 结构 的 实数 空间 ， 
则 f 为 一 致 连续 当 且 仅 当 对 每 一 个 正 数 + 有 正 数 :使 得 当 |x 一 

yl<s 有 Ife) 一 人 7)| 二 x. 

”显然 , 若 为 从 Xx 到 YY 的 函数 ,8 为 Y 上 的 函数 , 则 (gof); = 
gzo 户 ， 并 且 由 此 可 推出 两 个 一 致 连续 函数 的 合成 也 为 一 致 连续 函 
数 ， 若 f 为 从 X 到 Y 上 的 一 对 一 映射 并 且 A 和 二 为 一 致 连续 , 则 
称 f 为 一 致 同 构 并 且 空 间 X 和 Y (更 精确 地 说 ,是 (X,2U) 和 (Y， 
9 )) 叫 做 一 致 等 价 ， 不 难看 出 ， 两 个 一 致 同 构 的 合成 ， 一 个 一 致 
同 构 的 逆 以 及 从 一 个 空间 到 它 自 己 上 的 恒 等 映 射 均 为 一 致 同 构 ， 

因而 所 有 一 致 空间 的 全 体 可 以 分 成 由 一 致 等 价 空间 所 组 成 的 等 价 
类. 一 个 性 质 ,如 果 当 它 为 一 个 一 致 空间 所 具有 时 ,也 为 每 一 个 一 
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臻 等 价 空 间 所 只有. 那 末 就 叫做 是 一 个 一 致 不 变 物 (最)。， 而 本 章 

除 一 些 个 别 情形 外 所 研究 的 性 质 都 是 一 致 不 交 人 性 ( 量 ). 

我 们 可 以 预料 一 致 连续 性 蕴含 天 于 一 致 拓扑 的 连续 性 。 这 就 

是 | 
9 定理 . oe ETS 致 拓扑 为 连续 ， EA iin 


t a o o # O9 o b 9 


os. "sh ł ih ox, 2) Bl CY, XH) 的 一 个 一 致 连续 函数 ， 
UA fx) OBR AH 中 的 了 使 得 FIKz)JC， 并 且 PIV 
[Hx = fy: OE VICI} = fy: GO), ODEV} 一 
J'V), Mikes HI PB 改 广 IJ 是 zx 的 邻 域 , 从 而 连 
续 性 获 证 .| 

各 了 是 从 集 和 到 一 致 空间 (7,， Y) 的 函数 , 则 所 有 集 太 ![ TV]， 
其 路 属于 %, 的 族 为 XX 的 一 个 一 致 结构 的 结论 并 不 成 立 ， 困 难 
在 于 可 以 有 XXX 的 子 集 , 它 包含 某 个 集 万![V], 但 却 不 是 YXxY 
的 任何 子 集 的 逆 。 然而 这 个 困难 并 不 很 大 ; 我 们 能 够 证 明 所 有 
KIV] 的 族 是 多 的 某 个 一 致 结构 2 的 基 ， 显 然 , 万 ! 保存 包含 关 
As RAM IVI) = [IV] KRA, 因而, RAE: 
WH 的 每 一 个 元 U 有 %Y 中 的 V 使 得 三 [Vjofz'[VjCfjz'[UV], 但 
# VoVCU FAG. WAG, 2) BF flv), WCC), ty) 
和 《f(y), f(z)) BREF V, ik Oe), Kz) € Voy. 这 样 就 推出 
了 所 有 的 元 的 逆 所 构成 的 族 的 确 是 XX 的 一 个 一 sisal 
易 见 f 关于 人 UH 和 为 一 致 连续 ， 并 且 事实 上 人 2 还 小 于 每 一 个 使 
得 1 为 一 臻 连续 的 其 它 的 一 致 结构 . 

E (X) 为 一 致 空间 , YA Xx 的 一 个 子 集 , 则 由 上 述 讨论 便 
知 有 一 个 最 小 的 一 致 结构 %” 使 得 从 Y 到 X 内 的 恒 等 映 射 为 一 至 
连续。 显然 , 2 的 元 就 是 和 的 元 与 了 xy 的 交 CHA ROE 
YXY 上 的 迹 )。 上 述 的 一 致 结构 2 电 做 Qx 对 Y 的 相对 化 ,或 Y 
上 的 相对 一 致 结构 ,而 (Y;2-) 就 丫 散 空间 (X ,iv ) 的 一 致 子 空间 . 
在 这 里 我 们 略 去 祖 对 一 致 结构 2 的 拓扑 恰 为 和 的 拓扑 的 相对 化 
这 个 事实 的 简单 证 明 。 
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上 面 我 们 已 经 看 到 ,总 有 一 个 唯一 的 最 小 一 致 结构 , 它 使 得 从 
集 X 到 某 个 一 致 空间 内 的 一 个 肌 射 为 一 致 连续 。 这 个 命题 也 可 以 
推广 到 函数 族 £ 的 情形 ， 其 中 的 每 一 个 元 1 映 X 到 一 致 空间 
(Yj 22) A. Bawa flu] = {C(x,y): (f(x),f(y))E UF 的 
集 , 其 中 f€ F, UC O,, HRE XRT BZT E A 
时 QB 也 就 是 使 得 每 一 个 映射 了 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 (定理 
6.3 证 明了 所 有 形 如 万 ![C] 的 集 , 其 中 EF, UEY, 的 族 是 基 
个 一 致 结构 的 子 基 ,又 易 见 使 得 每 一 个 f 为 一 致 连续 并 且 还 小 
于 好 一 个 只 有 这 个 性 质 的 二 致 结构 )。 按 照 这 个 方法 ,我 们 就 可 以 
定义 出 乘积 一 致 结构 。 若 对 指标 集 4 的 每 一 个 元 4, (Koa) 为 
一 致 空间 , 则 X {X.: ee A} WIR MAME ESAT 
坐标 空间 内 的 射影 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 。 这 时 所 有 形 如 
(Cr, y): Cras yo) EU) 的 集 , 其 中 。 属于 A, URFO.. 的 族 是 
乘积 一 致 结构 的 一 个 子 基 。 因为 若 * 为 科 积 空间 的 一 个 元 ， 则 > 
的 邻 域 系 ( 关 于 一 致 拓扑 ) 的 一 个 子 基 可 从 怨 积 一 致 结构 的 上 述 子 
基 作 出 , 故 所 有 形 如 fy: Cro ys) EU) 的 集 组 成 的 族 是 x 的 邻 域 
系 的 一 个 子 基 . 这 就 推 岂 了 x 关于 乘积 一 臻 结构 的 拓扑 的 邻 域 系 
的 一 个 基 为 所 有 形 如 {y: ys€ U[xc]) 的 集 的 有 限 交 组 成 的 族 ， 
”其 中 4 属于 4,U 属 于 Qs。. 但 该 族 也 是 * 关于 乘积 拓扑 的 邻 域 系 
的 一 个 基 , 因而 乘积 拓扑 就 是 乘积 一 致 结构 的 拓扑 。 这 也 就 是 下 
面 定理 的 第 一 部 分 | | : : 
ee gon SIAM OR REA 


x, 

证 明 。 若 取 值 于 乘积 X [xs a ae A} 的 了 为 一 致 连续 。 则 每 
一 个 射影 P, 为 一 致 连续 , 故 合成 Psof 也 为 一 致 连续 . 

若 对 每 一 个 4 中 的 a，P,of 为 一 致 连续 并 且 也 为 X。 的 一 臻 结 
PHO TE» Wi (wsv): (Psof(w),Pof(v)) € US 1 的 定义 域 的 一 致 结 
构 的 元 ;但 该 集 可 写成 Cs vy): Ces ya) EU}] DBR, 
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AER- RAAU- ATEUS- ATRAF AMIR TY, BIS 
为 一 致 连续 .| 

从 下 一 命题 起 ， 我 们 开始 寺 论 关于 X 徇 一 致 结构 和 伪 度 量 之 
IBIS A. 

11 定理 . ik X Z) 为 一 致 空间 , 4 为 X 的 伪 度 量 , 则 z 在 


XXX 上 关于 乘积 一 致 结构 为 二 至 连续 当 上 且 仅 当 对 每 一 个 计数 7， 
集 ey): des y) <r} 是 ab 的 一 个 元 . 

证 明 。 命 了 ,or 一 {(x, y): d(x, y) < r} WRAENS—-t 
正 的 > 有 Vire 当 且 仅 当 4 关于 XxX 的 乘积 一 致 结构 为 一 臻 
连续 ， 

E URURI. MR CC, y), Cu, v)): Ce, EU} 和 
(Cr, y), Cu, v)): Gy, EU} 属于 乘积 一 致 结构 ， 并 且 容 易 看 
出 所 有 形 如 (C(x, y)» (uy v)): Cx, u) EU 且 (y, v)EU1} 的 
集 组 成 的 族 是 乘积 一 致 结构 的 一 个 基 . 故 若 4 为 一 致 连续 , 则 对 每 
一 个 正 的 + AUH AURIE (rs u) A Os o) 属于 U 时 有 
d(x, y)—dla, v)| <r. 特别 取 Cus sv) 一 《(y,y) 便 知 当 
(xs y)EU WA d(x,y) 二 +， 即 UCVo， 因 市 Var€ H. 

SRX ARE Cu) 和 Osv) 均 属 于 Vars 则 |ad(x， y)— 
dlu, v)| < 2+， 这 是 因为 dx, y) < dlr, u) + dlusv) + dy, 
v), d(u, v) d(x, u) + dx, y) 十 44y，*)。 由 此 即 可 推出 , & 
对 每 一 个 + 有 Va € AU , 则 4 为 一 致 连续 .| 


度 量 化 


本 节 的 目的 是 比较 一 致 空间 和 伪 度 量 空间 ， 这 种 比较 是 检验 
一 种 推广 的 有 效 性 的 典型 方法 的 一 个 例子 ， 将 推广 对 象 与 被 推广 
的 数学 对 象 进 行 对 比 , 以 期 发 现 这 些 基 本 概念 被 分 离 的 程度 .在 此 
情形 (和 许多 其 它 的 情形 一 样 ) 从 比较 就 可 得 到 推广 了 的 对 象 用 它 
的 原始 对 象 的 一 种 表示 。 集 X 的 每 一 个 伪 度 量 的 族 都 确定 一 个 一 
致 结构 。 这 一 节 的 主要 结果 是 每 一 个 一 致 结构 均 可 按 这 种 方式 从 
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它 的 一 致 连续 伪 度 量 的 族 导 出 。 另 外 还 将 证 明 一 个 一 致 结构 能 够 
由 单个 的 伪 度 量 所 导出 的 充 要 条 件 为 该 一 致 结构 有 可 数 基 . 
集 X 的 每 一 个 伪 度 量 z 按照 下 面 方 法 都 生成 一 个 一 致 结构 . 
对 每 一 个 正 数 +,; 命 Var = {Crs y): dle, y<r}, WAM 
Vad" = Vass Var Var = Vans 其 中 t= min[r、s], HE 
VaroVawCCVaw， 这 就 推出 了 所 有 形 如 Vz, 的 集 的 族 是 和 的 某 
个 一 致 结构 的 基 ， 这 一 致 结构 叫做 伪 度 量 一 致 结构 或 由 d 所 生成 
的 一 致 结构 .我们 称 一 致 空 间 (X, 人 2 ) 为 可 多 度量 化 的 (或 可 度量 
化 的 ) 当 且 仅 当 有 伪 度 量 ( 或 度量 ) a 使 得 QB 为 由 2 所 生成 的 一 致 
结构， 由 伪 度 量 d 所 生成 的 一 致 结构 也 可 按 另 外 的 方法 加 以 描 
OS. WBE 6.11, 伪 度量 2 关于 一 致 结构 YY (更 精确 地 说 ,关于 
由 YY 所 作出 的 乘积 一 至 结构) 为 一 致 连续 当 且 仪 当 对 每 一 个 正 的 
“+ 有 Va 9%, 于 是 由 2 所 生成 的 一 致 结构 人 BU 可 以 刻 划 为 ， 使 得 
d 在 XXX 上 一 致 连 续 的 最 小 一 致 结构 。 我 们 应 注意 到 伪 度 量 扼 
扑 与 QU 的 一 致 拓扑 相同 , 因为 Volx] 是 以 x 为 心 的 开 >- 球 并 且 
所 有 这 种 形式 的 集 组 成 的 族 同 时 是 关于 这 两 个 拓扑 的 * * 的 邻 域 系 
下 面 的 引 理 给 出 了 一 致 空间 度量 化 定理 的 决定 性 的 一 步 . 
12 度量 化 引 理 ， 设 ae Eo} 为 XXX Dae ee 


x» «¢ ù se ọọ ù # G% W% # 


(a) 对 一 切 xs y 和 = = 有 d(x; 5 + G. z) 之 d(x,2): 
(b) IERA U TO y):d(x, y) < 2} CU pi. 


© o ù oe é % @ 


证 明 . "th ra eee (x, y) € U,1~U, 时 ， f(x, 
y) = 0 当 Cr, y) 属于 每 一 个 UV, 时 , 则 f 为 XXX 上 的 一 个 实 值 
函数 。 MEAR a 可 借助 于 链 推理 从 它 的 “第 一 次 近似 ”f 作 
出 。 对 X 中 的 每 一 个 * 和 每 一 个 y, 命 d(x; y) 为 2 {f(xi zi): 
i= 0, a) 在 所 有 使 得 r= r B y= r 的 有 限 序列 x, 
zott’ teh 上 的 下 确 界 ， 显然, 4 满足 三 角 不 等 式 并 且 从 dle, 
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y) Sf Ces y) 可 推出 UCAC, y): dle, y) <2). BREF 
U, ATER WHE Ce, y) A Hes y) = 二 f(y, *)， 因而 在 这 种 
情况 下 2 为 一 个 伪 度 量 .。 

今 证 (Cros xat) S 2E {fC ri): i= Ore, 0， 从 而 就 
完成 了 证 明 . 事实 上 ,从 它 可 推出 车 d(x, y) < 27", W Cz, y)< 
27+, RE Cx, y) EUn W {Crs y): dx, y) < 27}CU,_1。 而 
这 个 事实 的 证 明 则 是 通过 关于 ”的 归纳 法 ， 并 且 注 意 当 = 一 0 时 
不 等 式 显 然 成 立 。 为 方便 起 见 ,我 们 称 数 Sf Cais tit) imr, 
s) 为 链 从 7 到 s 十 1 的 长 度 ， 并 且 以 。 表示 链 从 0 到 > 十 1 的 长 
EL. 设 & 为 使 得 链 从 0 到 和 的 长 度 至 多 为 a/2 的 最 大 整数 并 且 注 
意 此 时 链 从 A 十 1 到 十 1 的 长 度 也 至 多 为 sw/2， 则 由 归纳 假设 
可 知 大 xzo xzk) 和 fxit1， eat) 的 每 一 个 都 至 多 为 2(4a/2) =a, 
Milas te) 也 至 多 为 4*， 故 若 命 加 为 使 得 2" <a 的 最 小 整 
数 , 则 (Cro x,)> (xzk， Xk+1) 和 (zk+l， Xati) 都 属于 U ms 从 而 
(ro xn) E Uns BI Cto tnn) S 27H S 24, 于 是 引 理 获 证 ， | 

若 X 的 一 致 结构 和 r 有 可 数 基 Vos Vitti Vase >>> 则 用 归纳 
法 可 作出 Uo, 01,…, U0,,-… 使 得 每 一 个 UU, HAR, UUU, 
CU 并 且 对 每 一 个 正 整 数 * 有 U,CV,， 所 有 集 U, 的 族 为 2 
的 一 个 基 , 并 且 应 用 度量 化 引 理 可 推出 一 致 空间 〈X， U) 为 可 伪 
度量 化 的 ， 因 而 有 : 

13 度量 化 定理 。 TERY TERE a 

结构 有 可 数 革 ， 

这 个 定理 显然 草 含 一 致 空间 为 度量 化 当 且 仅 当 它 为 Hausdorff 
空间 并 且 它 的 一 致 结构 有 可 数 基 ， 

14 注 记 ， 据 我 所 知 这 个 定理 首先 出 现 于 Alexandroff 和 Ury- 
sohn [2]. 这 两 位 作者 的 目的 是 寻找 拓扑 度量 化 问题 的 解决 (定理 
.4.18)， 并 且 他 们 的 结果 可 (近似 地 ) 陈 述 为 : Hausdorff 空间 (X, 
52) 为 可 度量 化 的 当 且 仅 当 存在 一 个 具有 可 数 基 的 一 致 结构 使 得 
FJ 为 一 致 拓扑 ， 这 对 拓扑 度量 化 问题 虽然 是 一 种 不 够 满意 的 解 
决 ， 但 ( 带 有 稍 许 加 强 的 结论 ) 却 恰好 是 一 致 空间 的 度量 化 定理 . 
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Chittenden] 首先 证 明了 定理 6.13 的 一 种 “一 致 ”形式 并 且 它 的 证 
明 后 来 由 A. H. Frink 以 及 Aronszajin™ 大 大 地 简化 。 上 面 的 证 
明 则 是 Bourbaki 对 Frink 的 证 明 所 作 的 一 种 整理 . 定理 6.13 的 
上 述 形式 首先 出 现 于 André Weil 的 经 典 著作 [11, 在 其 中 他 引进 
了 一 致 空间 的 概念 ， | 
又 集 X 的 每 一 个 伪 度 量 的 族 P 按 照 下 面 方法 也 都 生成 一 个 一 
致 结构 。 命 Vor = {Crs y): plesy) <r} WAAI Ver HI 
集 的 族 是 X 的 某 个 一 致 结构 2 的 子 基 , 其 中 8 属于 P, "AEX, 
该 一 致 结构 人 就 叫做 由 也 所 生成 的 一 致 结构 。 它 还 可 以 用 几 种 
别 的 有 益 的 方法 来 加 以 描述 。 根据 定理 6.11 伪 度量 ?在 XXX 上 
关于 由 YY 所 生成 的 乘积 一 致 结构 为 一 致 连续 当 且 仅 当 对 每 一 个 
正 的 + 有 Vp, € co ， 因 而 由 所 生成 的 一 致 结构 就 是 使 得 P 的 每 
一 个 元 情 在 XXX 上 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 . 现在 再 给 出 它 
的 一 种 描述 。 因 为 对 了 的 确定 的 元 p， PAR Ve, 的 族 是 伪 度 量 
空间 (X, t) 的 一 致 结构 的 一 个 基 , 其 中 > HIER, MEK HX 
一 个 一 致 结构 , 则 从 (X A) BCX, p) 内 的 恒 等 映 射 为 一 致 连续 
当 且 仅 当 对 每 一 个 正 的 > 有 Tsre go, 由 此 便 知 一 致 结构 2 即 为 
使 得 对 P 中 的 每 一 个 p, 从 X 到 (X, p) 内 的 恒 等 映 射 为 一 致 连续 
的 最 小 一 致 结构 。 从 这 个 事实 我 们 又 可 引出 它 的 另 一 种 描述 ， 设 
z 为 乘积 X {X: pe P} GUXMERCHS PUTES KAR 
F) ŽE f 为 由 fx)s 一 * 所 定义 的 从 X 到 2 内 的 映射 ， 其 中 > 
属于 X, p BTP, 设 该 乘积 的 第 ?个 坐标 空间 带 有 伪 度 量 了 ?的 
一 致 结构 并 且 Z 具有 乘积 一 致 结构 ， 则 从 Z 到 第 个 坐标 空间 内 
的 射影 为 从 X 到 伪 度 量 空间 CX, p) 上 的 恒 等 映 射 , 故 由 定理 6.10 
可 推出 由 ?所 生成 的 一 致 结构 使 ， 从 X 到 z 内 的 映射 为 一 致 连续 
的 最 小 一 致 结构 ;但 了 为 一 对 一 ,从 而 为 从 X 到 伪 度 量 空间 乘积 的 
某 个 子 空间 上 的 一 致 同 构 。 | 
显然 ,知道 什么 样 的 一 致 结构 是 由 伪 度 量 的 族 所 生成 ;有 一 定 
的 重要 性 ， 这 也 可 以 称 为 关于 一 致 空间 的 广义 度量 化 问题 。 而 它 
的 解决 则 是 上 面 的 一 些 结 果 的 一 种 应 用 .“ 设 《X, WO) 为 一 致 空 
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Il, PAPA TE XXX 上 为 一 致 连续 的 X 的 伪 度 量 的 族 , 则 由 定理 
6.11 可 知 由 P 了 所 生成 的 一 致 结构 小 于 ; 但 度量 化 引 理 6.12 证 
明了 对 的 每 一 个 民有 PRT PER Ce, y) ply) < 1/4} 包 
含 在 了 内 , 即 G 小 于 由 己 所 生成 的 一 致 结构 。 于 是 有 : 

15 定理 . X 的 每 一 个 一 致 结构 由 所 有 在 XXX 上 为 一 致 连 
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上 一 定理 有 一 个 有 趣 的 系 ， 我 们 已 经 知道 若 久 的 一 致 结构 2 
由 伪 度 量 的 族 忆 所 生成 ， 则 该 空间 一 致 同 构 于 伪 度 量 空间 的 乘积 
WEDT ZE HH (X, X) 为 Hausdortf 空间 时 这 个 结果 还 可 
以 得 到 加 强 。 因 为 一 致 结构 人 是 使 得 对 P 中 的 每 一 个 p, AX F 
伪 度 量 空间 (X, p) 的 恒 等 映 射 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 ,又 由 
定理 4.15 空间 (X, p) FESR A, SBT EBS I] (Xpsp™)s 
RO ESE PR Ap 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 ,从 而 奋 通 
过 h(x) = hex) 定义 一 个 从 X 到 X {Xp: p EP} 内 的 映射， W 
由 定理 6.10 (BRIO 是 使 得 上 4 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 ， 特 别 ， 
u (X,@/) 为 Hausdorff 空间 时 4 必 为 一 对 一 ， 于 是 在 这 种 情况 
下 下 就 是 一 个 一 致 同 构 . 因而 从 上 一 定理 也 就 推出 TPR 
(Weil[ 1]). 


| | 
和 


上 一 定理 给 ST BER teat 致 拓扑 的 那些 拓扑 
的 一 种 刻 划 ， 因 为 拓扑 空间 为 全 正则 空间 当 且 仅 当 它 同 胚 于 伪 度 
量 空间 的 乘积 的 一 个 子 空 间 ( 问 题 4.L). 

17 R. 集 X 的 拓扑 为 XX 的 某 个 一 致 结构 的 一 致 拓扑 当 且 


RAPZ T) 为 全 正则 空间 ， 

在 这 一 节 剩 下 的 部 分 ， 我 们 来 汪清 一 致 结构 和 伪 度 量 之 间 的 
关系 。 我们 称 集 XX 的 一 个 伪 度 量 的 族 P 为 一 个 烙 集 (或 规范 族 ) 当 
且 仅 当 有 X 的 一 个 一 致 结构 人 使 得 P 恰 好 就 是 所 有 在 XXX 上 关 
于 由 人 所 导出 的 胶 积 一 致 结构 为 一 致 连续 的 伪 度 量 的 族 . 族 P 则 
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做 一 致 结构 的 和 格 集 ,而 入 则 叫做 己 的 一 致 结构 (按照 定理 6.15， 
OH PREM) 每 一 个 伪 度 量 的 族 都 生成 一 个 一 致 结构 , 它 也 说 
成 生成 该 一 致 结构 的 格 集 ， 我 们 还 可 以 给 出 由 一 族 伪 度量 了 所 生 
成 的 格 集 的 一 种 直接 的 描述 ， 因 为 所 有 形 如 Vp, 的 集 的 族 是 该 格 
集 的 一 致 结构 的 子 基 ， 其 中 2 属于 P, HEM, RHR BIER 
积 上 为 一 致 连续 当 且 仅 当 对 每 一 个 正 数 s, E Vg 包含 集 Vp, 的 
某 个 有 限 交 , 其 中 ?属于 P、 通 过 这 段 说 明 建 立 了 下 面 的 命题 

18 Æ. 设 P 为 集 X 的 一 族 伪 度 量 ， Xiz O Ah PIERE 


格 集 ， 则 仿 度 量 4 属于 2 当 且 仅 当 对 每 一 NEX $ * 有 正 数 ， FI P 
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的 一 - as {pi > Pa} 使 得 站 {F pir: i=l,- a} ECV. 
注意 每 一 个 在 一 致 结构 概念 的 基础 上 的 概念 均 可 借助 于 一 个 
格 集 加 以 描述 ， 因 为 每 一 个 一 致 结构 由 它 的 格 集 所 完全 确定 ， 而 
下 面 的 定理 就 是 这 样 的 描述 的 一 种 汇集 . 回忆 一 下 : p-dist (x, 
A)=infipG@,y): y€ A} 是 从 点 * 到 集 4 的 pp- 距离 . 
19 定理 . 设 (X, 20) BE 致 空间 ， One Ha, Wy 
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正 数 a P 中 的 P EB r 使 得 当 pC) < w Di G) 
< Sf, 
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oy we 若 对 指标 FARE TE XB) DREA 已 为 


m sis, = "pelted ss BOTH one wet ne 
Pa. 
证 明 从 略 。 它 是 以 前 的 结果 的 一 种 直接 的 应 用 。 


完 和 名 性 


本 节 着 重 讨论 建立 在 Cauchy 网 概念 的 基础 上 的 一 些 初等 定 
理 ， 我 们 称 一 致 空间 为 完备 当 且 仅 当 该 空间 的 每 一 个 Cauchy 网 
都 收 勾 于 某 个 点 。 这 一 节 的 两 个 最 有 用 的 结果 是 : 完备 空间 的 乘 
积 仍 为 完备 空间 ,以 及 取 值 于 完备 的 Hausdorff 空间 的 一 致 连续 函 
Rt 必 有 定义 域 为 f 的 定义 域 的 闭 包 的 一 致 连续 扩张 ， 

以 下 恒 假 定 X 是 一 个 集 ,2 是 X 的 一 个 一 致 结构 ，P 是 2 的 
RECIPERE EXXX 上 为 一 致 连续 的 和 的 伪 度 量 的 族 )。 所 
有 定义 都 同时 利用 入 和 P 两 种 方式 给 出 ,而 证 明 则 利用 对 所 论 间 
题 最 为 方便 的 形式 . 以 Vp, 表示 集 {s y): plx,y) 一 站. 

我 们 称 一 致 空间 (XX, ) 中 的 网 {Sn nE D} % Cauchy 网 当 
目 仅 当 对 人 的 每 一 个 元 U 有 D ANN 4m Ae KP DAE 
EN ZARNA (Sm Sa) EU ,该 定义 也 可 借助 于 XxX 中 的 网 来 
加 以 描述 。 在 这 种 方式 下 , 它 可 陈述 为 : 网 {S,, nE D} 为 Cauchy 
网 当 且 仅 当 网 {(S,.5,),(m,2)€DXD}) 最 终 地 在 入 的 每 一 个 
元 内 (在 DXxD 内 具有 乘积 序 )。 因 为 所 有 形 如 sr 的 集 的 族 是 一 
臻 结构 的 一 个 基 , 其 中 属于 格 集 P，* 为 正 数 ， 故 又 可 推出 : 
{Sns nED} 为 Cauchy 网 当 且 仅 当 {Sn 5,), (m,n)€DxD} 
最 终 地 在 每 一 个 形 如 Fo 的 集 内 .换言之 {Sa nE D} 为 Cauchy 
网 当 且 仅 当 对 每 一 个 属于 格 集 P 的 伪 度 量 pP 有 {p(5m,5,),Cm,n) 
EDXD} WRT. | 

有 一 个 关于 Cauchy 网 的 简单 的 引 理 ， 由 于 它 时 常 被 应 用 , E 
得 给 予 一 个 正式 的 陈述 . | 
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20 引 理 .一 臻 空间 (X2) 中 的 网 {5,，n€ D} 为 Cauchy 
网 当 且 仅 当下 列 结论 中 任 一 个 成 立 : 


+ es o è ë 6 # # oe 0% o o 9 
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Sas (m, „J€ DXD) KETE. 

和 证明。 OR BRO 生成 P, 则 所 有 Vo, 的 族 是 该 一 致 结构 
的 一 个 子 基 ,其 中 乡 属于 O, r 为 正 数 , 故 (b) 的 证 明 可 归结 到 (a) 
的 证 明 . | 
为 了 证 明 (a) 只 须 注 意 , 若 一 个 网 (例如 {CSm> Sa)> Cm, n) 
€DXD}) 最 终 地 在 有 限 多 个 集中 的 每 一 个 内 ， 则 它 也 最 终 地 在 
它们 的 交 内 .1 | 

下 面 的 命题 阐明 了 Cauchy 网 和 关于 一 致 拓扑 的 收敛 性 之 间 的 
关系 . 
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”二 明基 (S), ne D) aTa 6, UNTRR PRETE 
d, {d(Sn. s)s nE D} WRPS EM Sms Sn) SASm, s) + 
Q(Saos) 可 推出 {d(S,> Suds 《m,n)&€ DXD} 收敛 于 零 , 故 该 网 
为 Cauchy W. 

假设 {Sn nE D} A Cauchy B s s 为 它 的 一 个 到 点 , 则 对 P h 
的 2 和 正 数 r ADEPAN ERS m>N E n>N WA dSn, 
Sa) 一 7/2， 又 从 :为 聚 点 可 推出 有 刀 中 的 P EI d(Sp.5) S r/2 
并 且 P = WN, 故 当 n= P 时 有 (Sa; s) < d(Sa> Sp) + d(Sp, s) 
+， 即 该 网 收敛 于 .| E 

我 们 称 一 致 空间 为 完备 的 当 且 仅 当空 间 中 的 每 一 个 Cauchy 
网 都 收敛 于 该 空间 的 一 个 点 .显然 ,完备 空间 的 每 一 个 团子 空间 仍 
为 完备 空间 ， 又 若 (XX， 人 2U ) 为 Hausdorff 空间 并 且 (Y, YY ) 为 其 
完备 子 空间 , 则 了 Y 为 X 中 的 闭 集 ,; 因 为 Y 中 收 化 于 X 的 点 * 的 网 必 
为 Cauchy 网 并 且 * 是 它 的 唯一 的 极限 点 。 这 个 明显 的 结果 是 天 
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于 完备 性 的 最 有 用 的 事实 中 的 一 个 。 
22 2 定理 . TEF TURT SO IESE S ME], H H. Hausdorff 


ERREGE OREERT AE RREZES s 间 的 
几 个 例子 。 若是 X 的 最 大 一 致 结构 〈 即 由 所 有 包含 对 角 线 的 
XXX 的 子 集 所 组 成 ), 则 (X,2v ) 为 完备 。X 的 最 小 一 致 结构 同 
样 也 产生 一 个 完备 空间 。 若 一 致 空间 OX, WM) 关于 一 致 拓扑 为 
紧 , 则 它 为 完备 , 因为 每 一 个 网 都 有 一 个 聚 点 ， 从 而 由 定理 6.21 可 
知 每 一 个 Cauchy WU PHS AR. 实数 空间 关于 通常 一 致 结 
构 为 完备 ,这 可 通过 证 明 下 列 事实 而 得 到 ， 每 一 个 Cauchy MRA 
地 在 实数 空间 的 某 个 有 界 子 集 4 内 ,从 而 最 终 地 在 紧 集 4- 内 ， 

有 一 个 完备 性 的 刻 划 , 它 是 由 紧 性 的 一 个 刻 划 而 引起 的 .回忆 
一 下 、 集 族 叫 做 具有 有 限 交 性 质 当 且 仅 当 该 族 任 意 有 限 多 个 元 的 
交 均 不 为 空 集 ， 又 拓 扯 空间 为 紧 当 且 仅 当 每 一 个 具有 有 限 交 性 质 
的 闭 集 族 的 一 切 元 的 交 为 非 空 ,为 了 描述 完备 性 ,我 们 对 这 集 族 加 
上 另外 一 个 限制 ， 一 致 空间 (XO) 的 子 集 族 or 叫做 含有 小 集 
当 且 仅 当 对 人 AU 中 的 每 一 个 吕 有 .xr 的 一 个 元 4 使 得 对 于 某 个 点 x， 
AÈ UI[x] 的 子 集 . 它 的 另 一 表达 形式 为 对 人 BU 中 的 每 一 个 UU 有 
wt 中 的 一 个 4 使 得 4 XACU。 借助 于 一 致 空间 的 格 集 P 可 得 族 
.ez 含有 小 集 当 且 仅 当 对 每 一 个 正 的 * 和 P 中 的 每 一 个 4 有 .er 中 
的 一 个 4 使 得 4 的 4- 直径 小 于 +。 在 这 里 我 们 略 去 这 三 个 命题 等 
价 的 证 明 . 

23 定理 " . TENORS AERIS RSE 
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证 明 . 设 ox, 20) 9 致 空间 ， 又 设 .ov 为 具有 有 限 交 性 质 并 
且 含 有 小 集 的 闭 集 族 . 命 多 为 所 有 .er 的 元 的 有 限 交 的 族 , 则 易 见 
多 关于 己 为 有 向 集 , 再 对 .多 中 的 每 一 个 下 , 选 下 中 的 一 个 点 xp， 
则 网 (xe, FEA} 为 Cauchy 网 ,因为 若 4 和 B 关 于 序 己 在 多 的 

1) BAS ANN Ty Cauchy 汝 子 ， 则 该 定理 可 陈述 成 : 空间 为 完备 当 且 

仅 当 每 一 个 Cauchy 滤 子 都 收效 于 某 个 点 ， 
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元 F 之 后 ACF, BCF), Wie,Mx, BT F.HF AF 8A 
小 集 ， 由 此 可 见 rr FEF} 收敛 于 某 个 点 ， 又 从 该 网 最 终 地 
EF 的 每 一 个 元 内 可 推出 该 点 必须 属于 多 -的 每 一 个 元 .因而 交 
N{A: AE) JEEZ. 

今 证 其 送 。 设 {rns nE D} 为 Cauchy 网 ,又 对 DD 中 的 每 一 个 
n, tt A, 为 所 有 使 得 m > n WA xwm OR, 则 所 有 形 如 4, 的 集 的 
族 .ozr 具有 有 限 交 性 质 , 因为 该 网 为 Cauchy WK .er 含有 小 集 ， 
故 有 一 个 点 CRT ITAA NAT: ne D}, 再 根据 定理 
2.7，? 为 网 {rns nE D} WRA. A ix. nE D} 为 一 个 Cauchy 
网 ,因而 它 收 敛 于 y. | 

有 人 可 能 会 猜疑 满足 第 一 可 数 性 公理 的 一 致 空间 会 是 完备 
的 ,假如 空间 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 都 收敛 于 空间 的 某 个 点 ， 不 
幸 , 这 个 猜疑 是 没有 根据 的 ， 然而 下 面 的 较 弱 的 结果 确实 成 立 ， 

24 定理 ， 可 伪 度 量化 的 一 SENSE SER STEED 
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-证明 若 一 致 空间 为 完备 ， wert Cauchy 网 , 特别 
X 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 都 收敛 于 某 个 点 . 

另 一 方面 , 假设 (X, 2) 为 使 得 每 一 个 Cauchy 序列 都 收敛 于 某 
个 点 的 伪 度 量 空间 ,又 设 ,sz 为 具有 有 限 交 性 质 并 且 含 有 小 集 的 式 
的 闭 子 集 族 .对 每 一 个 非 负 整 数 ”， 选 .ez 的 一 个 元 4, 使 得 它 的 直 
径 小 于 2-7, HEH x, 属于 A, 则 当 m 和 充分 大 时 d(xm，x;) 充 
分 小 ， 因 为 tm 和 x, 分别 属于 A, 和 4， 而 这 两 个 集 相交 并 且 其 
中 的 每 一 个 都 有 充分 小 的 直径 。 故 lenne o} 为 Cauchy 序列 ， 
ATIT x 的 要 个 点 y. 车 B 为 er 的 任意 的 一 个 元 , 则 因 B 与 

An tHe, dist(x,, B) <27, RY ETBE. Ae HAR 
的 族 , > 就 属于 .or 的 每 一 个 元 .| 

证 明 完 备 性 的 通常 方法 是 先 证 明 所 考虑 的 空间 一 致 同 构 于 完 
备 空间 的 乘积 的 某 个 闭 子 空间 ， 然 后 再 利用 下 列 定理 。 至 于 这 个 
定理 的 证 明 则 需要 Cauchy 网 关于 一 致 连续 映射 的 像 仍 为 Cauchy 
网 这 一 事实 一 一 一 个 由 定义 即 为 明显 的 事实 ， 
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SUP Cauchy 网 

证 明 。 假设 对 指标 集 4 的 每 一 个 元 ea，(Y.。 la) 为 完备 一 致 
空间 , 则 因 对 每 一 个 @, Cauchy 网 在 Y, 内 的 射影 仍 为 Cauchy W, 
从 而 收敛 于 某 个 点 ， 璧 如 是 内， 故 该 网 在 乘积 中 收敛 于 第 < 个 坐 
标 为 ys 的 点 y, 于 是 该 乘积 为 完备 。 至 于 其 逆 的 简单 的 证 明 则 从 
ae. 

45 {x,, nE D) 为 乘积 中 的 网 并 且 它 在 每 一 个 坐标 空间 内 的 
射影 为 Cauchy 网 , 则 对 2B 的 每 一 个 元 U0, 网 {Cems xn) Cm, n) 
€(DXD)} RAE UNH BOWMAN. BI {Cems rn). (m,n) € 
(DxD)} 最 终 地 在 {(x,z): Cras za) EU} 内 ,但 所 有 这 种 形式 的 集 
的 族 是 乘积 一 致 结构 的 一 个 子 基 , 改 由 定理 6.20 便 知 {rns nE Dt 
为 Cauchy W. 至 于 其 逆 则 是 明显 的 .| 

我 们 称 函数 /在 一 致 空间 (XO) 的 子 集 人 上 为 一 致 连续 当 
AR4 EH 4 ERR fl 4 关于 相对 一 致 结构 为 一 致 连续 ， 若 值 
域 为 一 个 完备 的 Hausdorff 空间 ?，f 在 它 的 定义 域 4 上 为 一 致 连 
续 : 则 有 一 个 唯一 的 一 致 连续 扩张 : 它 的 定义 域 为 4 的 团 包 ， 

26 定理 . 入 f A TRR BEE Ba (XU) 


定义 域 为 4 的 闭 包 . 

证 明 . 函数 f 为 XXY 的 子 集 (我 们 对 函数 和 它 的 图 形 不 加 
区 分 ), 要 求 的 扩张 就 是 了 在 XXxyY AMA PCs, y) BT 三 当 
且 仅 当 4 中 有 一 个 收敛 于 * 的 网 使 得 它 的 像 网 收敛 于 力 。 显然 
Te Mish AMA. SIE: 若 矿 为 的 一 个 元 : 则 有 人 经 中 的 
U (E Ces y) 和 (u,v) 为 三 的 元 并 且 «€ Ulu) 时 有 ye We), 


D 这 个 要 求 对 扩张 的 存在 性 并 不 必要 ,然而 对 唯一 性 却 是 必须 的 ， 
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由 于 Y 为 Hausdorff 空间 ， 这 就 将 证 明 广 为 一 个 函数 并 且 广 为 一 
致 连续 . 

选 9Y 的 一 个 元 V, 它 为 财 , 对 称 并 且 使 得 VoVCW, Hit YW 
的 一 个 元 U0, EAF. 对称 并 且 使 得 对 4 中 的 每 一 个 x 有 f[ULx]] 
CV[Ax)]。 假设 (x, y) MC, v) 属于 广 并 且 x€U[u]， 因为 
U[x] 和 U[wx] 的 交 为 开 集 ， 故 有 4 中 的 x 使 得 x* 和 ww 都 属于 
U[z]，、 从 而 由 广 的 定义 便 知 7> 和 > 都 属于 Uz] 的 财 包 ， 于 
是 y 和 wv 都 属于 VIe) AK (y, o)EVoVEW, B yew 
[v1.| 


完 A y tk 


本 节 的 目的 是 证 明 每 一 个 一 致 空间 都 一 致 同 构 于 某 个 完备 一 
致 空间 的 稠密 子 空 间 . 因此 , 我 们 有 可 能 对 一 致 空间 添加 “理想 
元 素 ， 而 得 到 一 个 完备 一 致 空间 。 这 种 处 理 是 受 第 5 章 的 紧 扩 张 
方法 的 启发 ， 但 有 一 个 重要 的 不 同 之 成 : 一 致 空间 的 完备 扩张 是 
(本 质 上 ) 唯 一 的 . 

首先 证 明 对 度量 空间 X 我 们 能 够 找到 一 个 完备 度量 空间 X* 
ER X FET X* 的 某 个 稠密 于 空间 (不 恰好 是 一 致 同 构 )。 然 后 
在 这 个 预备 性 结果 的 基础 上 ， 我 们 就 可 以 进一步 作出 一 个 一 致 空 
闻 的 完备 扩张 . 


E. 

证 明 。 我 们 只 须 对 伪 度 量 空间 (外, 4d) 证 明 该 定理 ,因为 对 度 
量 空间 的 相应 结果 , 再 由 定理 4.15 即 可 推 得 . 

设 X* 为 所 有 文中 的 Cauchy 序列 的 类 ， 并 且 对 X* 的 元 S 和 
T, fit d*(S,T) A d(Sn> Tm) 4 m— co 时 的 极限 (更 精确 地 说 ， 
就 是 {Sm Tm), me wm} 的 极限 )， 则 易 证 4* 为 X* WORE, 
命 下 为 映 和 的 每 一 点 z 为 恒 等 于 * 的 序列 的 映射 ， 即 对 一 切 半 有 
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F(x), 一 x， 则 易 见 忆 为 一 对 一 的 等 距 了 映射 ， 于 是 剩 下 要 证 的 是 
F[X] 在 X* 中 稠密 并 且 X* 为 完备 ， 

这 两 个 结论 中 的 第 一 个 几乎 是 明显 的 ,因为 若 SEX” 并 且 > 
增 大 , 则 FCS.) 接近 于 S. CE X# 为 完备 ,首先 注意 只 须 证 F[X] 
中 的 每 一 个 Cauchy 序列 收敛 于 X* 的 某 个 点 ， 因 为 F[X] 在 X* 
HAR. Bela, FLX] 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 必定 形 如 Fos = 
{F(S,),2€ 0}, HASH XY Cauchy 序列 ,而 Fes 在 X 中 
收敛 于 X* 的 元 5.|1 

由 定理 6.16 可知 每 一 个 一 致 空间 一 致 同 构 于 伪 度 量 空间 的 乘 
积 的 一 个 子 空间 ,而 每 一 个 Hausdorff 一 致 空间 一 致 同 构 于 度量 空 
间 的 乘积 的 一 个 子 空间 .上 一 定理 蕴含 ， 度量 或 伪 度 量 空 间 一 致 
同 构 于 同一 et abel 


一 致 空间 (X， With erika CAG, (X*, @*)), 
其 中 (X*, 人 2U*) 是 一 个 完备 一 致 空 间 , 了 是 从 和 X 到 X* 的 一 个 稠密 
子 空间 内 的 一 个 一 致 周 构 。 一 个 完备 扩张 叫做 Hausdorff H92 H. 
(24 CX*, Y *) 是 一 个 Hausdorff 一 致 空间 .于 是 上 一 定理 可 以 陈 
述 为 ， 每 一 个 (Hausdorff) 一 致 空间 有 一 个 (Hausdorff) 完备 扩张 ， 

注意 Hausdorff 完备 扩张 具有 唯一 性 。 GB f 和 8 分 别 为 从 X 
到 完备 Hausdorff 一 致 空间 X* 和 X** 的 某 个 稠密 子 空 间 上 的 一 
致 同 构 , 则 由 定理 6.26 可 知 gof HM fe 分 别 有 一 个 一 致 连续 打 - 
张 ， 它 们 的 定义 域 分 别 为 X* 和 X**， 这 就 推出 了 gof 的 扩张 是 
从 XX* 到 x Ett Sc. enn Haus- 
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我 们 已 经 知道 集 X 的 每 一 个 全 正则 拓扑 FT UART AA 
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U 的 一 致 拓扑 、 但 该 一 致 结构 通常 是 不 唯一 的 。 然而 当 (X， 
T) 为 紧 正 则 空间 时 ,我们 可 导出 拓扑 为 .2 的 一 致 结构 恰好 只 有 
一 个 。 在 这 种 情况 下 , 扼 扩 就 决定 了 一 致 结构 ,拓扑 不 变量 也 就 是 
一 致 不 变量 ， 于 是 我 们 的 理论 也 就 成 为 一 种 特别 简单 的 形式 . 本 
节 就 是 要 着 重 讨论 这 个 唯一 性 定理 的 证 明 以 及 两 个 其 它 的 命题 
和 以 前 一 样 , 我 们 将 根据 方便 上 的 要 求 , 或 者 用 空间 的 一 致 结构 ， 
或 者 用 相应 的 一 致 连 续 伪 度量 的 格 集 . 

29 定理 CX, U) 为 紧 一 致 空间 , 则 对 角 线 A 在 XXX 中 
的 每 一 个 邻 域 均 为 U 的 元 ， 并 且 每 一 个 在 XXX 上 为 连续 的 伪 度 
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量 均 为 2 的 客 集 的 一 个 元 ， 

证 明 . BYU 的 所 有 闭 元 的 族 , 了 PV 为 人 A 的 任意 开 令 域 ， 若 
(x,y)E N{U: UCB}, WABAWH—-t+#E KYB + 的 每 
一 个 邻 域 ,从 而 C y) 属于 人 入 的 每 一 个 邻 域 , 这 就 推出 了 N 们 {U0:U 
E B) 为 V 的 子 集 .因为 绍 的 每 一 个 元 也 为 紧 集 并 且 了 为 开 集 ， 
故 角 的 某 个 有 限 子 族 的 交 亦 为 了 的 子 集 , 从 而 了 e 人 2. . 

BXMAR BR dE XXX 上 为 连续 ， 则 对 每 一 个 正 数 +, Æ 
KEF y): d(x, y) <r} 为 对 角 线 的 一 个 邻 域 , 故 E, 
因而 属于 人 的 格 集 .1 

因为 每 一 个 紧 正 则 扰 打 空间 为 全 正则 空间 ， 故 它 的 拓扑 是 基 
个 一 致 结构 的 一 致 拓 扯 。 这 个 一 致 结构 刚 由 上 述 定理 所 证 实 ， 从 
而 有 
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31 定理 。 UR REER BERDE PERRY- 
致 连续 . 


证 明 . 车 f 为 从 X 到 Y 的 连续 函数 , 则 及 为 从 XX 到 YXxY 
的 连续 函数 ， 其 中 f(x, y) 一 Ga), O) WE d 属于 Y 的 格 
R- 则 合成 dof, HE XXX 上 为 连续 ,从 而 由 定理 6.29 可 知 dof Æ 
于 X 的 格 集 , 于 是 函数 f 为 一 致 连续 .1 
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每 一 个 紧 一 致 空间 (X, Oe) 可 在 下 述 意义 下 表 成 有 限 多 个 小 
集 的 并 ， 即 对 于 每 一 个 属于 人 的 格 集 的 伪 度 量 4 和 每 一 个 正 数 
r*X 有 一 个 由 全 直径 小 于 r 的 集 所 组 成 的 有 限 覆 盖 。 事实 上 这 
是 紧 性 的 一 个 直接 推论 ， 因 为 X 可 由 有 限 多 个 它 的 点 为 心 的 +/3 
球 所 覆盖 ,而 其 中 的 每 一 个 球 的 直径 自然 都 小 于 r. 一 致 空间 CX, 
2U) 称 为 全 有 界 (或 预 紧 ) 当 且 仅 当 对 2 的 格 集中 的 每 一 个 伪 度 量 
4 和 每 一 个 正 的 rX 为 有 限 多 个 4 直径 小 于 > 的 集 的 并 .借助 于 
2U ,这 还 可 以 陈述 成 : 对 2 中 的 每 一 个 品 , 集 X 为 有 限 多 个 满足 
Bx BCU 的 集 B 的 并 , 或 再 等 价 地 陈述 成 :对 人 2 中 的 每 一 个 U 
有 X 的 一 个 有 限 子 集 下 使 得 U[F] =X. 一 致 空间 的 子 集 Y 叫做 
全 有 界 , 当 且 仅 当 具 有 相对 一 致 结构 的 Y 为 全 有 界 . 

BERGE RREA TAM RA ROAR 

32 定理 . 一致 空 闻 (X, BU ) 为 全 有 界 的 当 且 仅 当 X 中 的 每 
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EW. a Sse - 致 空间 (X,@) “aR OM ae E 
的 Cauchy 子 网 的 存在 ， 实 际 上 就 是 问题 2.J 的 一 个 明显 推论 , 但 
我 们 还 可 以 给 出 一 个 不 用 这 个 结果 的 直接 证 明 。 设 .ex 为 所 有 使 
得 5S 常常 在 4 内 的 XX 的 子 集 4 的 族 , 则 {X}C .er 并 且 由 极 大 原理 
(预备 知识 定理 25) 有 .ex 的 一 个 极 大 子 族 Z, CAA {X 并 且 
具有 有 限 交 性 质 . 因 为 根据 Z 的 极 大 性 可 知 若 有 限 多 个 r 的 元 
B,,---5B, 之 并 属于 B, 则 对 某 个 i 有 Be BS AAR LA 
G2, 从 X 为 全 有 界 可 推出 它 可 由 有 限 多 个 小 集 所 覆盖 ， 故 天 
BADR. 最 后 ， 从 定理 2.5 可 推出 有 < 的 一 个 子 网 它 最 终 地 在 
绍 的 每 一 个 元 内 ,并 且 易 见 这 个 子 网 为 一 个 Cauchy FW. 

ECX 人 U ) 不 是 全 有 界 , 则 对 某 个 2U 中 的 UU 和 每 一 个 X 的 有 
限 子 集 有 ULE] 关头， 于 是 利用 归纳 法 可 找到 一 个 序列 {rns 
new} 使 得 当 p 二 nn 时 有 x,EU[xp]， 显 然 该 序列 没有 Cauchy F 
W. 

me» HX, 人 ) 为 完备 的 和 全 有 界 的 , 则 每 一 个 网 有 一 个 子 


e 184 。 


FNO 


RUE XAT, AMOR. 我 们 已 经 知道 任何 紧 空 
间 必 为 完备 的 .| 

关于 上 紧 空间 还 有 另 一 个 很 有 用 的 引 理 ,该 命题 是 Lebesgue W 
2253 (定理 5.26) 的 一 种 推广 . 

一 致 空间 CX, 2 ) 的 子 集 4 的 一 个 覆盖 称 为 一 致 覆盖 当 且 仅 
当 有 人 的 一 个 元 U 使 得 对 4 中 的 每 一 个 x, 集 U[x] 为 该 性 羡 的 某 
个 元 的 子 集 〈 即 所 有 Uir] 的 族 为 该 覆盖 的 一 个 加 细 ， 其 中 * 属于 
A). 借助 于 一 致 结构 2 的 格 集 可 知 4 的 一 个 覆盖 为 一 致 覆盖 当 


且 仅 当 有 该 格 集 的 一 个 元 请 和 一 个 正 数 ”使 得 以 4 的 每 一 点 为 心 


的 4 半径 r 的 开 球 包含 在 该 覆盖 的 某 个 元 内 
33 定理 . tine ante ona. yun 


E. ar 为 一 至 空间 (X, WU ) 的 紧 于 集 4 的 一 A. Ft > 
则 对 每 一 个 4 中 的 > 有 <c 公 中 的 忆 使 得 57[x] 为 xr MEARS 
集 , 因而 有 < 人 中 的 了 使 得 VoV[x] 为 .er 的 某 个 元 的 子 集 , 选 有 限 
多 个 4 的 元 +1， ,x 和 和 人 2 的 元 Vist, V, 使 得 集 Fifz] BE 
A 并且 对 每 一 个 i, VV [xe] 为 SHER TER. Mine 
W = N{V:: i= 1,"'*,n}， 则 对 每 一 个 4 中 的 》 有 某 个 i 使 得 
IRF Vile), 夏 W[Iy]CWoVi[xi] CVioVi[x;]， ALY] 为- 
的 其 个 元 的 子 乐 .| 


度量 空间 特有 的 性 质 


本 节 着 重 讨论 关于 完备 度量 空间 的 两 个 命题 ， 它 们 是 完备 性 

的 最 有 用 的 结论 中 的 两 个 结果 ,然而 ,似乎 不 可 能 把 它们 推广 到 完 

备 一 致 空间 .其 中 的 第 一 个 命题 是 关于 范畴 的 经 典 的 Baire 定理 ， 

这 个 定理 以 及 一 、 两 个 与 此 有 关 的 结果 就 占 了 这 一 节 的 大 部 分 篇 

幅 。 本 节 的 最 后 一 个 定理 是 : 完备 度量 空间 关于 连续 一 致 开 映 射 

的 像 仍 为 完备 空间 ,假如 值 域 空间 为 Hausdorff 空间 。 而 它 的 证 明 
ww 185 » 


则 依赖 于 一 个 引 理 ， 这 个 引 理 在 讨论 中 我 们 将 叙述 成 对 证 明 该 命 
题 所 需要 的 更 为 一 般 的 形式 。 另 外 从 该 引 理 (本 质 上 是 Banach 的 
一 种 论证 的 形式 化 ) 还 直接 导出 了 线性 贱 范 空间 理论 的 财 图 像 定 
理 和 开 上 映射 定 理 〈 见 问题 6.R)， 
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pr ARAE EAR UR eR, 而 把 对 完备 
伪 度 量 空间 所 应 作 的 修改 放 在 括 弧 内 . 

假设 [Gn nE ao) 为 X 的 开 稠 密 子 集 的 序列 并 且 乙 为 X 的 任 
意 非 空 开 子 集 ,; 则 只 须 证 UN NN(4G,,，n€ wj} 为 非 空 .为 此 , 选 开 集 
Vo 使 得 Vi 为 UN 站 Go 的 紧 子 集 ( 使 得 V5 为 UN 个 Go 的 子 集 并 且 它 
的 直径 小 于 1 ), 然后 对 每 一 个 正 整 数 z, JHE, 使 得 Vi 为 

Vi 门 Gs 的 子 集 ( 并 且 TV, 的 直径 小 于 1/nx)， 这 种 选取 是 可 能 的 ， 
因为 G。 为 开 稠密 子 集 . 因 为 所 有 集 45 的 族 具 有 有 限 交 性 质 ,其 中 
n 为 非 负 整数 ,并 且 A 为 紧 集 (该 族 含 有 小 集 ), 故 间 {45 nEw 
为 非 空 , 从 而 由 42HCUNG, 可 推出 UN NN{G6,,n€ wo} HAE, | 

值得 注意 ，Baire 定理 是 从 一 个 非 拓扑 的 前 提 ( 空 间 为 完备 伪 
度量 空间 ) 导 出 了 一 个 拓扑 的 结论 (可 数 多 个 开 筒 密集 的 交 仍 为 镁 
Be) 还 有 一 个 与 此 相等 价 的 纯 拓扑 的 命题 . 若 (X，.F) 为 拓 
扑 空 间 并 且 使 得 对 X 的 某 个 伪 度 量 4，、 空 间 CX, d) 为 完备 同时 
F 为 伪 度 量 拓扑 ;, 则 相同 的 结论 成 立 .( 存 在 这 样 的 完备 度量 的 扰 
扑 空间 业已 用 另 一 种 不 同方 式 所 刻 划 。 见 问题 6. K.) 

在 讨论 关于 Baire 定理 的 问题 中 有 一 个 很 方便 的 术语 .拓扑 
空间 的 子 集 4 叫做 在 X 中 无 处 稠密 ， 当 上 且 仅 当 4 的 财 包 的 内 部 为 
空 集 ; 它 的 另外 的 陈述 方法 是 : 4 在 X 中 为 无 处 稠密 当 且 仅 当 开 
集 X ~ 4- 在 X 中 稠密 . 显然 ， 有 限 多 个 无 处 铀 密集 的 并 仍 为 无 
处 稠密 集 .X 的 子 集 4 叫 做 在 X 中 为 稀疏 ， 或 在 和 中 为 第 一 范畴 
当 且 仅 当 4 为 可 数 多 个 无 处 稠密 集 的 并 。 于 是 Bar 定理 又 可 以 
陈述 成 : 完备 度量 空间 的 稀世 子 集 的 余 集 为 稠密 集 DRI R 
Ay ET BL fe el eM. 
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集 4 叫 做 非 稀 朴 的 ， 或 在 X 中 为 第 二 范畴 当 且 仅 当 它 在 X 中 
不 是 稀疏 的 集 。 下 面 的 结果 是 一 种 局 部 化 定理 。 从 集 4 为 非 稀 
获 ， 我 们 可 推出 存在 点 * 使 得 4 与 * 的 每 一 个 邻 域 的 交 为 非 稀 鸣 
集 . 有 时 也 称 4 在 这 些 点 上 为 第 二 范 团 ， 

35 定理 设 4 为 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 , 又 设 MK4) 为 所 有 


BM. 

证 明 。 设 和 为 关于 下 列 性质 为 极 大 的 互 不 相交 FRR: 若 
UE WU MUNAAHRE. ARACEAE 25) RR 
EZ ATE. AW=U[U.: VUE 和 六 则 本 定理 的 证 明 归 结 为 证 
HH WNA ARA. 因为 假如 这 件 事 成 立 ; 则 由 WoW 为 无 处 称 密 
便 知 ANWAR. FEM OW 的 极 大 性 可 推出 WA Be ME 
得 V 站 4 ARR AR 了 .现在 证 明 丈 由 4 HR. 对 每 一 个 2 
中 的 口 ,将 UNA 写成 U14U0,:n€ ow} 的 形式 ,其 中 UU, HMA, 
则 因 族 人 2 为 互 不 相交 , 故 对 每 一 个 非 负 整数 w, 集 U{U,:UE WH} 
ATSB, MWA ARE. I 

上 一 定理 的 一 个 重要 推论 是 : BATS AN FRAY FER 
疏 , 则 有 一 个 非 空 开 集 了 使 得 4 与 广 的 每 一 点 的 每 一 个 邻 域 的 交 
Ay 4 fi Bit. 

本 章 的 最 后 一 个 定理 是 证 明 完 备 性 在 蘑 种 映射 作用 下 能 够 得 
到 保持 .从 一 致 空间 CX, U ) 到 一 致 空间 (Y,%) 内 的 映射 f 叫做 
一 致 开 当 上 生 仅 当 对 人 中 的 每 一 个 UU 有 YY 中 的 VV 使 得 对 于 XX 中 的 
每 一 个 zx 有 jLUirl] DVi C) 一致 开 了 映射 并 不 对 任意 一 致 空 
间 都 保持 完备 性 ; Ksthet 已经 给 出 一 个 使 得 商 空间 不 完备 的 完 
备 线性 拓扑 空间 和 团子 空间 的 例子 。 这 个 定理 与 Baire 定理 一 样 
也 为 伪 度 量 空间 所 特有 ， 

这 里 所 给 出 的 这 个 定理 的 证 有 明 是 依赖 于 一 条 它 本 身 还 有 其 它 
深刻 结论 ( 见 问题 6.R) 的 引 理 。 这 引 理 是 关于 伪 度 量 空间 (X,d) 
MRZE Y, Y) 的 点 之 间 的 一 个 关系 R( 即 R 是 XXY 的 子 
=). 设 U, = {Cx, y): d(x, y) < r}> Ry Ux] 就 表示 关于 zx 
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were :有 RU ele] DRIU, e1] DV[y] RT. 

证 明 ， 在 证 明 中 我 们 需要 一 个 关键 性 的 事实 : BAWXHT 
&, ve R[A]-， 则 有 任意 小 直径 的 集 B 使 得 ve RBI 并 且 
ANB 为 非 空 ， 而 它 的 成 立 则 是 因为 Ær 为 任意 数 , 了 为 gr 的 
对 称 的 元 , 合 于 : 对 怀 的 每 一 个 元 (x,， yA RIU] Viy], 
Man o 为 使 得 vw E Viv] 的 RI4] 的 点 , zx 为 使 得 Ca, DER W 
4 的 点 , 则 ve VI JCR(U,[4]]- ŻE U,[w] 的 直径 至 多 为 27. 

现在 来 证 明 本 引 理 . 设 v€ RIU,[x]]-, MRE v € RIU pee 
[x]]. 设 4 = U,[x]， 并 且 对 每 一 个 正 上 整数 n, 归纳 地 选 X 的 子 
集 An 使 得 ve RIA o 4NA 为 非 空 并 且 4, 的 直径 小 于 | 
e2°*, AAXASS, DHFR A a+ 的 每 一 个 邻 域 玉 都 含 
有 某 一 个 4。 (从 而 "6 RIWI), 显然 d(x, ww) <r te. HF” 
的 每 一 个 邻 域 玉 和 vz 的 每 一 个 邻 域 Z 有 R[W1. 与 Z 相交 ,因而 有 
Rb Ca’, v) 使 得 w 属于 并 且 vr 属于 Z, 妈 RNGWVXZ) 为 
非 空 . (ARAM TE (u, ER, 因而 就 完成 了 证 明 .| 

现在 假设 f 为 一 致 开 的 连续 映射 , 久 为 完备 伪 度 量 空 间 ,Y 为 
Hausdorff 空间 并 且 Y” ”为 了 的 Hausdorff 完备 扩张 , 则 因 f HER, 
(的 图 形 ) 为 XXXxyY” 的 闭 子 集 , 并 且 满 足 上 一 引 理 的 条 件 ， 因 为 
它 是 从 和 到 Y 内 的 一 致 开 映射 。 于 是 从 前 引 理 可 推出 了 为 从 到 
Y” 内 的 一 致 开 映 射 。 最 后 ,因为 对 于 2 PRET V, HX) 包含 
VIFIXJ], MAXI 为 Y” 的 闭 ( 并 且 开 ) 的 子 集 ,从 而 f[X] 为 完 
备 . 

37 R. Rf A Hausdorff 一 致 空间 内 的 
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A ”关于 闭关 系 的 习题 | 

EX MY Apes), RA XxY HATE., BAJARTE, g 
R4] 为 了 的 闭 子 集 。 (Ave RA], 则 4 x {y} 包含 在 开 集 (XxXY)~R 内 ， 
从 而 定理 5.12 可 以 应 用 .) 


B ”关于 两 个 一 致 空间 的 乘积 的 习题 
设 (X, U) 和 (Y, Y) 为 一 致 空间 ， 并 且 对 2 中 的 每 一 个 0 和 yy 中 的 
每 一 个 Vy 命 WU, V) = {ley y), (4, 0)): ew eU Hy, v) EV}, 
(a) 所 有 形 如 W(U,V) 的 集 组 成 的 族 是 XxY 的 乘积 一 致 结构 的 一 个 
基 . o 
(>) ERI XXY WER, M W(U, V)[R] = VoRoU~ = U{U[x]x 
Vly]: (x, y) ER}, 
(<) XxY WFR RABA A {VeRoU-': UEU EVES}, 


c “一 个 离散 不 可 度量 化 的 一 致 空间 

注意 一 致 空间 (X, U) 可 以 为 不 可 度量 化 ,即使 W 的 拓扑 为 可 度量 化 . 
设 2。 为 所 有 小 于 第 一 个 不 可 数 序数 a 的 序数 的 集 , 并 且 对 0。 的 每 一 个 元 a， 
命 U, = {(x,y): = = 一 ?或 zx<a 且 y 生 中， 则 所 有 形 如 De 的 集 组 成 的 族 是 
ou 的 一 致 结构 w 的 一 个 基 ( 注 意 U, = UU, = Us") ,该 一 致 结 者 构 的 拓扑 为 
离散 拓扑 ,因而 为 可 度量 化 ,但 一 致 空间 (9。, K) 为 不 可 度量 化 . 


D “具有 套 状 基 的 一 致 空间 的 习题 

R(X, X) 为 Hausdorff 一 致 空间 ,并 且 假 定 K 的 一 个 基 另 关 于 包含 关 
系 为 线性 有 序 集 ， 则 或 者 (X, K) 为 可 度量 化 ,或 者 每 一 个 X 的 开 子 集 的 可 
数 族 的 交 均 为 开 集 . 


E 例子; 一 个 很 不 完备 的 空间 (序数 ) 

设 2。 为 所 有 小 于 第 一 个 不 可 数 序数 9 的 序数 的 集 ， T 为 2, 的 序 拓扑 ， 
则 -9。 有 一 个 唯一 的 一 致 结构 使 得 它 的 拓扑 为 THH, 关于 该 一 致 结构 为 
不 完备 . ( 先 利用 问题 4.E 的 方法 证 明 , 着 上 为 9。x 8。 中 包含 对 角 线 的 一 个 
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开 子 集 ， 则 对 某 个 x 当 y>x A>r NA (Cy, 2) CORI. 然后 再 证 明 拓 扩 
为 了 的 一 致 结构 必定 与 紧 空 间 2 = {x:; <9) 的 相对 一 致 结构 相同 .) 

注 9 的 这 个 性 质 是 由 Diceudonné" ”发现 的 。 Doss'' 对 地 好 像 9。 那 
样 具有 一 个 唯一 的 一 致 结构 的 拓扑 空间 进行 了 刻 划 。 


F ”关于 全 有 男性 的 子 基 定 理 

在 一 致 空间 内, 与 紧 空 间 的 子 基 的 Alexander 定理 (定理 5.6) 相似 的 定 
理 是 : 设 (X, WM) 为 一 致 空间 , 它 使 得 对 于 的 某 个 于 基 的 每 一 个 元 DU 有 XX 
的 一 个 有 限 覆 盖 4 ,…， 好 使 得 对 每 一 个 :满足 4; x 4;CUV, WEE, K) 
IZAR. 

因此 ,一 致 空间 的 乘积 为 全 有 和 界 当 且 仪 当 每 一 个 坐标 空间 为 全 有 界 ， 

X Tychonotf 乘积 定理 (定理 5.13) 对 全 正 刚 空间 的 相应 形式 可 从 上 一 
命题 和 定理 6.32 推出 . 


G 某 些 极端 的 一 致 结构 

(a) # (X, F) 为 Tychonoff， 空 间 ， 则 XX 的 Stone-Cech 紧 扩 张 的 一 
致 结构 对 和 的 相对 一 致 结构 是 使 得 每 一 个 有 界 实 值 连 续 函 数 为 一 致 连续 的 
最 小 一 致 结构 . 

(b) 若 (X,F) 为 全 正则 空间 , 则 X 有 一 个 最 大 一 致 结构 多 ,其 拓扑 为 了. 
这 个 一 致 结构 也 可 以 措 述 成 使 得 每 一 个 到 度量 空间 内 的 连续 映射 ,或 每 一 个 
到 一 致 空间 内 的 连续 映射 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 。 显 然 , 了 是 和 的 元 当 
Av XXX 中 的 对 和 角 线 的 邻 域 并 且 有 该 对 角 线 的 对 称 邻 域 的 序列 
{V,, nE w) 使 得 VoCV 同时 Vrp Vrp CU, 对 每 一 个 % 中 的 4 成立。 

注 ” 这 两 种 构造 都 是 以 前 已 经 用 过 的 一 种 方法 的 例子 。 若 为 任意 一 
个 XxX 上 的 函数 族 , 它 的 每 一 个 元 fA xX 到 一 致 空间 Y: 内 , 则 有 使 得 每 一 个 f 
为 一 致 连续 (或 等 价 地 , 到 x{fyr: fC F} 内 的 自然 映射 为 一 致 连续 ) 的 最 小 
一 致 结构 . 

关于 某 些 极端 的 一 致 结构 的 进一步 知识 见 Shirota[1], 


H -APRA 

集 x 15 —- BBR LE TRON LY AE: 

G) 对 指标 集 4 的 每 一 个 元 * MX 的 每 一 点 r, VO) 是 使 得 * 属于 它 
By x BOER; 
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Gi) 关系 宇 使 指标 集 4 为 有 向 集 ; 

(ii) Beds, 则 对 一 切 * 有 V(x) cc V(x); 

(iv) 对 4 的 每 一 个 元 a。 有 4 中 的 5 使 得 ye Vs(x) 当 x€ Voly) 时 ; 

(v) 对 4 的 每 一 个 元 * 有 4 中 的 2 使 得 z EV(x) 当 yev) B 
zE Vily) BY, 

(a) Æ O, >) 为 Xx 的 一 致 邻 域 系 , 则 所 有 形 如 : (e, yi yE V(x)} 
的 集 组 成 的 族 是 xX 的 某 个 一 致 结构 的 基 , 其 中 4 是 4 的 任意 元 ， 称 该 一 致 
结构 为 这 个 一 致 邻 域 系 的 一 致 结构 。 这 个 一 致 结构 具有 性 质 : 对 4 中 的 每 
一 个 a MURRUA Ule] CVC) 对 一 切 * 成 立 ; 又 对 W 中 的 每 一 个 
U 和 4 中 的 某 个 a 有 V(x) CU [x] 对 一 切 * 成 立 . 

(b) 设 U 为 XxX 的 一 致 结构 ,并 且 对 W 的 每 一 个 元 0 和 X 的 每 一 个 元 +， 
命 Vul) = Ulx], WWF CHRMBEHE (VY，C》 为 使 得 一 臻 结构 为 
多 的 式 的 一 个 一 致 邻 域 系 . 

(c) 设 P 为 xX 的 一 致 结构 % 的 客 集 ,又 设 4 为 P 和 正 实数 集 的 笛 卡 儿 乘 
PR. BRES (a, s) ARH rss 并 且 对 xX 中 的 一 切 * 和 y 有 p(x， y) 
之 q(x,y)。4 为 有 向 集 。 若 Vr) = {y: p(x,y) <r}, WOU, >) 为 使 
得 其 一 致 结构 为 % 的 X 的 一 个 一 致 邻 域 系 。 | 

注 ”由 上 易 见 ,“ 附 加 指标 ”的 邻 域 也 可 以 用 来 讨论 一 致 结构 ， 并 且 所 得 
到 的 理论 与 一 致 空间 理论 相等 同 。 这 些 事实 都 属于 weil, 


I “偏差 和 度量 

集 x 的 偏差 是 xX 上 的 非 负 实 值 函 数 。 HAMA: 

(i) e(z, y) = 0 EHR r= y; 

Gi) 对 每 一 个 正 数 ;有 正 数 7 使 当 ce(x*,，y) 和 cl(y, 2) hF r 时 有 
e(x, z)<s, | 

Æ e 是 X 的 偏差 , 则 有 X xxX EMER OR PE: 

(i) 2(z*，2) 一 OM BMY x =y; 

Gi) 对 一 切 X 中 的 x*,y 和 z 有 ele, vy) + ely, z) eels, z); 

(ili) 对 每 一 个 正 数 * 有 正 数 ”使 当 ce(x，y)<r 时 有 p(x, vy) <s, 相似 
地 , 当 p(x, y)<r WA el, yas, 

Æ elx, y) = e(y, x) 对 一 切 * 和 ?成 立 , 则 p TARRE R. 

注 ” 这 本 质 上 是 Chittenden 的 度量 化 定理 〈 见 定理 6. 14)。 所 扑 空间 
关于 满足 度量 除 “4Cy，x) = d(x, y)” Jh — DRRR d 的 “度量 化 ” 
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问题 已 经 由 Ribeiroc 和 Balanzatt!] 研究 过 ， 

另外 某 些 作者 是 将 术语 偏差 用 来 表示 取 值 于 比 实数 限制 更 少 的 一 种 结 
H (例如 半 序 集 ) 的 度量 函数 。 关 于 在 这 种 概念 的 基础 上 的 一 致 结构 的 讨论 
i, Appert[ 1], Colmez[1], Cohen 和 Goffman [1], Gomes[1], Kalisch[1] 和 
Lasalle[ 1], 


J -RARA 

设 多 为 集 X 的 一 个 覆盖 的 族 , 它 满足 : 

(i) 车 和 络 为 多 的 元 ; 则 有 名 的 一 个 元 , 它 同 时 是 wx 和 多 的 加 细 ; 

(i) Free, 则 有 的 一 个 元 , 它 是 w 的 星 形 加 细 ; 

(ii) Hex MBE ArH MART ©, lr RF oO, 

设 UW 为 XxX 的 一 致 结构 使 得 所 有 形 如 U1{4x4: 46.7} EREN 
的 一 个 基 , 其 中 必 属 于 更 , 则 @ 恰 为 Xx 的 所 有 关于 的 一 致 覆盖 的 族 , 

注 ”一致 结构 借助 于 覆盖 的 描述 方式 . 已 由 J. W- Tukey’) 很 有 效 地 
使 用 了 ;更 早 就 使 用 这 种 普遍 形式 的 是 Alexandroff 和 Urysohnt 


K ”拓扑 完备 空间 : 可 度量 化 空间 
”拓扑 空间 OX, 7) 叫做 度量 化 地 拓扑 完备 当 且 仅 当 有 X 的 一 个 度量 2 使 
得 OX, d) 为 完备 并 且 7 就 是 度量 拓扑 、 拓 扑 空间 CK, 7) 叫做 一 个 绝对 G。 
当 且 仅 当 它 可 度量 化 并 且 在 每 一 个 它 所 拓扑 嵌入 的 度量 空间 内 为 一 个 Gs( 可 
数 多 个 开 集 的 交 ).。 TÆ: 拓扑 空间 为 度量 化 地 拓扑 完备 当 且 仅 当 它 是 一 个 
绝对 Gs， 它 的 证 明 依赖 于 一 系列 引 理 ， 

(2) 设 (X, 2) 为 完备 度量 空间 ， 又 设 也 为 X 的 开 子 集 , 对 口中 的 x, 命 
f(x) = 1/dist(x, X~U), 再 命 d*(x, y) = d(x,y) + |1(x) 一 Hy)|， 则 a* 
为 一 个 度量 , U 对 于 2* 为 完备 并 且 对 于 U ,4d 和 a* Mela, 

(h) 完备 度量 空间 中 的 G 向 胚 于 一 个 完备 度量 空间 。( 设 DV = mn {0,: 
7€ 0}， 考 上 谍 从 UU 到 完备 度量 空间 (U0,, d) ARRAREN Ah ds 是 如 
同 Ca) 中 的 从 4 和 U, 所 作出 的 度量 .) 

(c) 若 存 在 从 Hausdorff 空间 工 的 稠密 子 集 了 到 完备 度量 空间 Z 上 的 
— TIRE. WY AX 中 的 一 个 Ge, (对 每 一 个 整数 >， 命 Z 为 所 有 使 得 > 的 
某 个 邻 域 的 像 的 直径 小 于 1/7 的 X 的 点 * 组 成 的 集 ， 则 该 同 胚 可 连续 扩张 
成 从 NA{U: new) 到 2Z 上 的 连续 映射 三 并 且 f7'of" 为 恒 等 映 射 .) 

$ 这些 都 是 十 典 的 结果 ;(b) 属 于 Alexandroff'! ?和 Hausdorff"), 而 (c) 
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L 拓扑 完备 空间 :; 可 一 致 化 空间 

拓扑 空间 (X, I) 叫做 拓扑 完备 当 且 仅 当 有 和 的 一 致 结构 使 得 〈X， 
U) 为 完备 并 且 为 一致 拓扑 。 

(a) 若 W 和 为 XxX 的 一 致 结构 ,满足 WCY, NE (X, U) 为 完备 并 且 
& 的 拓扑 与 的 拓扑 相同 , WX, 》) HRS. Alt, 全 正则 空间 为 拓扑 完 
备 当 且 仅 当 它 关于 其 拓扑 为 了 的 最 大 一 致 结构 为 完备 。 

(b) R(X, U) 为 完备 一 致 空间 ， 又 设 为 一 个 F。( 可 数 多 个 闭 集 的 
并 ), 再 设 *EX~F， 则 存在 X 上 的 连续 实 值 函 数 , 它 在 上 为 正 并 且 在 * 处 
.为 零 ， 因 而 存在 开 集 Vv 和 的 一 致 结构 EVE F, gY OV, Y) 
完备 并 且 的 拓扑 与 & 的 相对 抵 扑 相同 (回顾 一 下 问题 6.K (a) 中 所 使 用 
的 方法 .) 

(c) Æ (X, U) 为 完备 一 致 空间 ， Y 为 xX 的 一 个 子 集 并 且 它 是 一 族 F. 
的 元 的 交 , 则 具有 相对 一 致 拓扑 的 Y 为 拓扑 完备 ， ( 见 问 题 6.K.) 

(d) 每 一 个 仿 紧 空间 X HGS. (考虑 由 对 角 线 的 一 切 邻 域 所 组 成 
的 一 臻 结构。 注意 不 收敛 于 X 的 点 的 Cauchy 网 必定 对 于 每 一 点 * 都 最 终 地 
在 + 的 某 个 邻 域 的 余 集 内 ， 再 应 用 仿 紧 空间 的 齐 -~ 覆盖 人 性 即 导致 一 个 矛盾 .) 

注 ”拓扑 完备 性 的 问题 在 Dieudonné [6] 中 已 经 被 研究 ; 特别 是 ,他 证 
明了 每 一 个 可 度量 化 空间 为 拓扑 完备 〈 这 是 上 面 的 〈c) R (d) 的 推论 ). 
Shirotac2 在 与 Hewitta 的 工作 想 联系 的 一 个 方向 上 证 明了 拓扑 完备 性 的 一 
些 有 趣 并 且 深 刻 的 定理 。 也 可 参看 Umegaki[1]. 

我 猜测 2 全 正则 空间 X 为 仿 紧 当 且 仅 当 
“(i) 对 角 线 的 所 有 领域 的 族 为 一 个 一 致 结构 ; 

Gi) X 为 拓扑 完备 . 

注意 (i) R (ii) 本 身 都 推 不 出 仿 紧 性 . 满足 (i) 的 非 仿 紧 空间 在 问题 
6.E 中 已 经 给 出 。 从 条 件 (i) 可 推出 正规 性 ( 设 4 和 8 为 互 不 相交 的 闭 集 , E 
一 个 对 称 的 口 使 得 UoUC(X~4) x (X~A)U(X~B) X(X~B) 并 且 考 虑 
5[4] 和 ULB): 用 类 似 的 推理 (如 闻 H. J. Cohen"? 所 证 明 的 ) 可 以 得 到 一 
种 更 强 的 正规 性 条 件 )。 然 而 ,不 可 数 多 个 实数 空间 的 雪 积 为 完备 ,但 却 不 是 
正规 的 (A H. Stone[1]), 

在 上 面 (c) 中 出 现 的 Fe 条 件 是 Smirnov 关于 正规 性 的 工作 所 示 的 ， 
”1) Issac Namioka 已经 证 明了 这 个 猜测 是 不 成 立 的 .一 一 评 首 注 
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M ”离散 子 空 间 推 理 ; 可 数 紧 性 

(a) 车 一 致 空间 (X, W) 的 一 个 子 集 4 不 是 全 有 界 的 , 则 有 @ 的 一 个 元 
U 和 4 的 一 个 无 限于 集 8 使 得 对 于 8 的 每 一 对 不 同 的 点 x, y. Ufx] 与 fy] 
互 不 相交 ;等 价 地 , W 的 格 集 有 一 个 伪 度 量 d 使 得 对 BRAM A fy A 
d(x, y)>1, (如 同 B， 这 样 的 集 叫做 一 致 离散 .) 

(b) 拓扑 空间 (X, F) 的 子 集 4 叫 做 相对 可 数 紧 , 当 且 仅 当 4 中 的 每 一 
个 序列 在 入 中 有 一 个 聚 点 。 全 正则 空间 (X, F) 的 每 一 个 相对 可 数 紧 子 集 
对 于 使 得 其 拓扑 为 2 的 最 大 一 臻 结构 为 全 有 界 。 若 (X,， 7) 为 拓扑 完备 , 则 
一 个 子 集 为 相对 可 数 紧 当 且 仅 当 它 的 闭 包 为 紧 , 闭 子 集 为 紧 当 且 仅 当 它 为 可 
数 紧 . 


N REEE 

集 X 的 伪 度量 ” 称 为 在 某 个 从 X 到 它 自 己 上 的 一 对 一 映射 的 族 下 的 元 
的 作用 下 不 变 ， 或 简称 为 -不 变 当 且 仅 当 对 于 X 中 的 一 切 * 与 和 F 中 的 
— fs p(x, y) = POCE), 1(7)). 

x 的 一 致 结构 U EU M F- 不 变 , 假 如 (x, EU 当 且 仅 当 对 于 F 
中 的 一 切 f, (x), 1(y)) EU, FR: 所 有 在 XxX 上 为 一 致 连续 的 -RE 
伪 度 量 的 族 生成 一 致 结构 K 当 且 仅 当 人 YW 的 所 有 F- 不 变 元 的 族 为 一 个 基 . 
《由 定 理 6.12.) 

注 ， 这 是 下 一 问题 所 陈述 的 关于 拓扑 群 的 度量 化 定理 的 一 个 直接 推广 ， 


o dF: 一 致 结构 和 度量 化 | 
设 (G, 7) APG. WPA TB IRMU, UL = {(x, y): 
xy€U} 和 UR 二 {(x,y): ty CU}, 考虑 6 的 如 下 的 一 致 结构 : 以 所 有 


基 的 右 一 臻 结构 A 和 以 SUA 为 于 基 的 双边 一 至 结构 

(a) 拓扑 是 多 , 县 和 多 中 的 每 一 个 的 拓扑 。 

tb) 一 致 结构 LCR) 由 所 有 在 GxG 上 连续 的 左 不 变 (相应 地 在 不 变 ) 
的 伪 度 量 所 生成 。( 见 问题 6.N.) 

(c) 设 7 为 单位 元 <。 的 所 有 在 内 自 同 构 作用 下 不 变 的 售 域 的 族 , 则 7 为 
e 的 邻 域 系 的 一 个 基 当 且 仅 当 所 有 在 GxG 上 连续 并 且 同 时 为 左 和 右 不 变 的 
伪 度 量 的 族 所 生成 的 一 致 结构 的 拓扑 为 了 .( 若 口 为 的 不 变 邻 域 , 则 UL = 
Ur, 并 且 该 集 同 时 在 左 和 右 平 移 作 用 下 为 不 变 。 若 2 为 左 和 右 不 变 , 则 ze， 
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y) = p(x ex, x tyx),) 

(4) 设 G 为 所 有 形 如 gC) =ar + b 的 实 值 孙 数组 成 的 集 , 其 中 20, 
则 G 以 合成 为 运算 ,构成 一 个 群 , 并 且 可 以 这 样 拓扑 化 , 即 规 定 gs 接近 于 单位 
TAHRA 。 接近 于 1 AR RETE. HTAR, SNA 并且 不 存在 
双边 不 变 度量 。 (多 关 多 的 事实 可 直接 从 所 定义 的 基 推 出 . 为 了 说 明 不 存在 
不 变 度 量 ， 证 明 对 每 一 个 8， axi, MA G 中 的 了 使 得 ogo 的 常数 项 
为 任意 大 .) 

注 ”6 的 堪 \ 右 或 双边 不 奕 度量 的 存在 ， 在 。 的 邻 域 系 具有 可 数 基 的 附 
加 假设 下 可 从 前 面 所 述 的 事实 推出 。 左 不 变 度量 的 存在 履 于 Birkhoff A 
Kakuranic0， 双边 不 变 定理 属于 Kleen, 

应 当 注 意 ， 具 有 双边 不 变 度 量 的 拓扑 群 为 可 寡 量 化 的 要 求 是 很 苛刻 的 . 
特别 ,这 种 类 型 的 局 部 紧 群 有 一 个 Rar 测度 , 它 同 时 在 左 和 右 平移 作用 下 均 
AAR. 


?拓扑 群 的 几乎 开 子 集 

拓扑 空间 X 的 子 集 4 叫做 在 Xx 中 几乎 开 , 或 满足 Baire RH AMAA 
TEORIE B 使 得 对 称 差 (4~B) U(B~.4) 为 开 集 . 

(a) 子 集 4 为 在 x PLEAS ARYA MRE B CHA (A~B)UC 
AFR. LFF RY TAHARI ILE. BT Borel 集 恒 为 几乎 
Ft, (Borel 集 族 是 具有 下 列 性 质 的 最 小 集 族 多 : 多 包含 所 有 的 开 集 并 且 多 
的 元 的 可 数 并 和 余 集 仍 属于 2). 

(b) Banach-Kuratowski—Pettis EH, Fi A 包含 拓扑 群 X ANER 
的 几乎 开 子 集 ， 则 44-' 为 单位 元 的 一 个 邻 域 ，( 若 4 为 非 稀 醉 , 则 也 为 非 
Ait, 又 因 X 为 拓扑 群 , 故 每 一 个 非 空 开 子 集 亦 为 非 稀 政 。 对 XX 的 每 一 个 几 
PTR B, 命 BY 为 所 有 使 得 UN (X~B) HRI R U J M (x8)*= 
xB* 并 且 当 C 也 为 几乎 开 时 (BNC)* = B*NC*. W A*A" = (xAN 4)* 
并 且 若 x*4* 4* 为 非 空 , 则 x4N 4 也 为 非 空 . FR AM At) = (eet at 
HARB Cle: x4n 4 HEB} = 4a) 

(c) 非 锅 芒 的 拓扑 群 X 的 几乎 开 子 群 或 者 在 x 中 为 稀 矿 ,或 者 在 x 中 为 
BEIT EA. 

(d》 几 乎 开 的 要 求 从 定理 中 不 能 删 去 ， 存 在 实数 群 X 的 子 群 Y 使 得 商 
R X/Y 为 可 数 无 限 ， 并 且 因为 对 于 X/Y 的 每 一 个 元 Z 有 有 从 X 到 它 自己 上 的 ， 
一 个 同 胚 变 Y 到 2 上 ， 从 而 可 推出 Y 在 X TER. GRE AXA 
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数 的 Hamel 基 , C 为 8 的 可 数 无限 子 集 并 且 YY 为 所 有 B~C 的 元 的 有 限 线性 
有 至 组 合 的 集 .) 

注 “ 关 于 定理 (b) 的 历史 和 文献 见 Pettis[11. (d) 中 的 作法 并 不 为 实 
数 所 特有 ;有 关 现 象 也 出 现 于 许多 更 一 般 的 情形 。 这 个 问题 的 基本 思想 属于 
Hausdorff; 在 此 方向 上 最 深刻 的 已 知 结果 可 在 Pettis[2] 中 找到 ,其 中 也 给 出 
了 历史 和 进一步 的 文献 。 


Q 拓扑 群 的 完备 扩张 

设 〈c, . ,9) 为 拓扑 群 , 又 设 2 为 它 的 左 一 致 结构 , 多 为 它 的 右 一致 结 
构 ， 并 且 WY 为 它 的 双边 一 致 结构 (U 是 大 于 乡 和 多 的 每 一 个 的 最 小 一 致 结 
构 )。 问 题 6.0 已 经 指出 是 ,县 和 多 的 每 一 个 的 拓扑 

(a) (G, L) HRS4AMY (G, A) 为 完备 。 又 一 个 网 关于 人 为 
Cauchy 了 殉 当 且 仅 当 它 关 于 多 和 哆 的 每 一 个 为 Cauchy W, FRE (G, L) 
为 完备 , 则 (C, Y) 也 为 完备 。 另 一 方面 ,一 致 空间 (C, S) 为 完备 ,假如 
(G, U) 为 完备 并 且 该 群 具有 性 质 : Ble, nEeD) 为 关于 多 的 Cauchy W, 
则 {zz!，z6 D} 亦 为 关于 多 的 Cauchy W, (等 价 地 ， 儿 和 多 有 相同 的 
Cauchy 网 .) 此 外 关于 该 群 的 确定 的 元 的 左 平移 为 乡 一 致 连续 , 右 平移 为 A 
一 致 连续 , 反 演 ( 从 * 变 到 *-! 的 上 映射) 为 RW 一 致 连续 .而 乘法 (从 (x, y) 变 
到 xy KBR) 通常 为 不 一 致 连续 . 

(b) 定理 . 设 (G, ”5 F) 为 Hausdorff 拓扑 群 ， 又 设 (H, F) 为 一 致 
空间 (G, U) 的 Hausdorff 完备 扩张 , 9 为 的 拓扑 , 则 群 的 运算 可 以 按 一 
种 唯一 的 方法 扩张 到 HH 上 使 得 (H，. ， 乡 ) 成 为 拓扑 群 并 且 Y 成 为 它 的 双边 
一 致 结构 。 

(c) 上 述 定 理 给 出 了 拓扑 群 关 于 右 一 致 结构 的 完备 扩张 ， 假 如 儿 和 AR 
有 相同 的 Cauchy BI, Meh (a) 可 知 这 个 条 件 对 于 右 完备 扩张 的 存在 是 必要 
的 。 但 该 条 件 并 不 经 常 满足 。 例 如 : 设 c 为 所 有 从 闭 单位 区 间 [0，1] 到 它 
自己 上 的 同 有 是 的 群 ,又 群 的 运算 为 合成 并 且 群 的 拓扑 由 ( 右 不 变 ) 度 量 : C, 
g) = sup{|/(x) 一 e(x)|: ze[o。1]} 所 确定 , 则 有 6G 中 的 序列 {as nEw}, 
它 一 致 收敛 于 一 个 非 一 对 一 的 函数 ， 因 而 序列 《(f) 一 ,6 wo} 关 于 左 一 致 结 
构 不 是 Cauchy 序列 ， 然 而 群 6 关于 双边 一 致 结构 为 完备 ,因为 & BE 
量 : dle, y) + d(x, 9") 的 一 致 结构 . 

(4) 定理 . 设 (6, - ,了 ) 为 可 度量 化 的 拓扑 群 ，4 为 度量 化 G 的 右 不 变 
度量 ,又 设 ar*(z，y) = a(x, y) + 4(x-!'，y-!)，、 则 双边 一 致 结构 % 为 度量 
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d* 的 一 致 结构 。 又 一 致 空间 〈G,，&) 为 完备 当 且 仅 当 C 对 于 某 个 其 拓扑 为 
了 的 度量 为 完备 。 (Ef, EKA cC 为 每 一 个 它 所 拓扑 地 敬 人 的 度量 空 
间 中 的 一 个 cs .) 此 外 , ASR A APIA Cauchy 序列 并 且 G 对 于 某 个 其 拓 
扑 为 的 度量 为 完备 ， 则 G 对 于 每 一 个 其 拓 扩 为 9 的 右 不 变 度量 为 完备 . 
(UEH 6.K 和 6.P.》 

注 ”有 两 种 重要 的 特殊 情况 ,对 于 它们 可 达到 右 完备 扩张 的 目的 。 车 群 
的 单位 元 有 全 有 界 的 邻 域 ,或 反 六 ( 变 * x 的 映射 ) 在 单位 元 的 菜 个 邻 域 
上 为 一 致 连续 , 则 每 一 个 左 Cauchy 网 也 是 右 Cauchy 网 并 且 双 边 完 备 扩张 就 
产生 了 右 完备 扩张 、 这 些 结果 都 可 以 直接 证 明 , 而 没有 很 大 的 困难 ; 它们 在 
Bourbaki [1] 和 Weil[2] 中 给 出 。(《c) 的 例 属 于 Dicudonne5 ay 而 (d) 属于 
Kleef], 、 

《d) 的 结果 一 一 从 度量 拓扑 的 完备 性 导出 完备 性 一 一 不 能 推广 到 不 可 
度 最 化 的 群 。( 见 问题 7.M.) 


R 同 态 的 连续 性 和 开 性 : 闭 图 形 定理 

在 整个 问题 中 ,假设 4 和 日 为 Hausdorff HI, V 为 G 中 单位 元 的 一 
切 邻 域 的 族 , Y A HAIR. 

(2) 闭 图 形 定理 . 设 c 为 拓扑 群 ，H 为 可 度量 化 的 拓扑 群 并 且 关 于 它 的 
右 一 致 结构 为 完备 ,又 设 1 为 从 G 到 五 内 的 一 个 同 态 ; 合 于 :;” 

Ci) f 的 图 形 为 GXxH MATE, 

Gi) 4VEY HA II] 的 闭 包 属于 人 W. 
BBA f 为 连续 。 

对 侦 地 ,从 所 到 G 内 的 一 个 局 态 g 为 开 的 ,假如 

(i)* e 的 图 形 为 鼠 xG 的 闭 子 集 ， 

Gi)* VEY 时 有 lV) PARTY. 
(定理 证 明 是 分 别 对 关系 "和 & 应 用 引 理 6.36 而 得 到 的 。 对 于 只 用 一 个 右 
不 变 度 量 ; 五 对 于 每 一 个 使 它 度 量化 的 右 不 变 度量 为 完备 .) | 

(>) 若 在 上 述 定理 中 , BEM A Lindl: 空间 (每 一 个 开 覆 盖 有 一 个 可 
DT RG) HACHEM, WHE (ii) 自然 满足 ; 如 果 还 有 e(A) = 6G， 
RA GO* 也 自然 满足 。 若 G 和 日 为 线性 拓扑 空 间 ,f 和 gg HRHMH, 
g(H) = G HAG HIEMR, Il ( 和 Gi)* 都 自然 满足 ，( 若 ver, n 
11G]-cvi[G]， RAH Lindelöf 空间 ， 则 1[G] BTA ALG] 的 元 对 了 所 
作 的 平移 中 的 可 数 多 个 所 履 盖 ,注意 这 些 V 的 平移 关于 f 的 逆 的 闭 包 互相 
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ARF EMG HERR SSIES HAR. Amt ily 含有 开 集 并 且 
vv om Tey oar yen yee te Hey easy. 
这 就 推出 了 对 每 一 个 和 中 的 了 有 广 [7 TEA, 一 种 类 似 的 推理 对 g 也 
AH. 在 线性 拓扑 空间 的 情况 下 我 们 可 以 利用 数量 积 来 代替 的 元 的 平 
移 ,) 

(c) Au ARM Ras ee, MRE ERR BMRA (a) 的 (i) 和 (i) 可 
推出 连续 性 ， 以 及 对 偶 的 命题 。( 这 是 一 个 比 上 面 更 为 简单 的 结果 。 它 依赖 
于 引 理 6.1.) 

注 ” 对 于 完备 线性 赋 范 空间 , 闭 图 形 定理 属于 Banach’) 该 定理 的 每 
一 种 已 知 的 形式 都 需要 对 已 加 上 很 强 的 可 数 性 或 紧 性 的 假定 。 许多 引 人 注 
目的 猜测 的 一 个 反例 可 如 下 作出 。 设 c 为 一 个 任意 的 无 限 维 完备 线性 赋 范 . 
空间 , 又 设 H 为 6 并 且 带 有 这 样 的 拓扑 , 它 使 得 所 有 在 每 一 个 方向 上 都 含有 
一 个 线段 的 号 集 所 构成 的 族 为 零点 的 邻 域 基 , 则 从 瑟 到 G 上 的 恒 等 映 射 g 为 
连续 并 且 满足 上 述 的 (GD)* 和 (3)*( 见 间 题 6.U (a))。 空 间 甩 具有 许多 有 趣 
的 性 质 : 例如 它 为 完备 ,并 且 一 致 有 界 性 定理 (问题 6.0 (b)) 对 它 成 立 。 然 
而 BARRA. 


s “可 和 性 

设 了 为 一 个 函数 , 它 的 定义 域 包含 集 4 并且 值 域 包含 在 完备 Abel 的 
Hausdorff hE G 内 ,又 设 .x 为 4 的 所 有 有 限 子 集 的 族 , 并 且 对 .x hh F, 
Se 为 1(4) 的 和 ,其 中 4 BFF, MELAT AAR, HH. {Sr FE, 
D} Ac 中 的 网 ， 若 该 网 收敛 于 G 的 一 个 元 s， WE 了 为 在 4 上 可 和 ， 并 且 
定义 :为 1 在 4 上 的 和 , 记 作 : s = Z{f(a); a€ 4} = Saf, 

(a) 关于 可 和 性 的 Cauchy 判别 法 。 通 数 /为 在 4 上 可 和 当 且 仅 当 对 
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G 的 零点 的 每 一 个 邻 域 忆 有 4 的 有 限 子 集 B 使 得 对 于 4~8 的 每 一 个 有 限 子 
ECH Ech U, 因而 ;在 4 上 可 和 的 函数 也 在 4 的 每 一 个 子 集 上 可 和 ， 

(b+) Hf Me HEAL WDM, Werte (其 中 O+ e) = i) + 
g(x*)) 也 为 在 4 上 可 和 并 且 24(f + g) = Eal + Las, 

(c) 若 f 在 4 上 定义 并 且 为 可 和 , 多 为 4 的 这 样 的 互 不 租 交 子 集 族 ， 它 
MH A, 则 241 = 3{Z{1(6) :66 B}: BE 多 }， 然 而 ,从 累 次 和 的 在 在 并 不 能 
推出 在 4 上 的 可 和 性 。( 对 十 一 种 特殊 情况 ， 从 累 次 和 的 存在 可 推出 在 4 上 
的 可 和 性 , 见 问题 2.G.) | 
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工 “ 一 致 局 部 时 至 册 

一 致 空间 (X, V) 叫做 一 致 局 部 紧 当 且 仅 当 有 的 一 个 元 0 使 得 对 X 
中 的 每 一 个 x, Ux] 为 紧 ， 特 别 ,每 一 个 局 部 紧 拓 扑 群 关于 它 的 左 和 右 一 致 
结构 为 一 致 局 部 紧 . 

(a) R(X, U) 为 一 致 空间 ,0 为 WY 的 一 个 元 ,又 设 wm = UV 并 且 对 每 一 
个 正 整数 2,0, = UoU。,， 则 对 X 的 每 一 个 于 集 4, 集 U{U,[4]: new) 
HAFLA. 

(b) HUA XxX 的 对 角 线 的 一 个 闭 邻 域 ,4 为 x 的 一 个 紧 子 集 , 并 且 
对 4 中 的 每 一 个 *。 UUl] 为 紧 , 则 UV[4] 为 紧 集 (由 问题 6.4 可 知 V[4] 
为 闭 集 .) 

(c) 连通 一 致 局 部 紧 空 间 (X, V) 为 0- 紧 (gp x 为 可 数 多 个 紧 子 入 的 
F). 

(4) 每 一 个 一 致 局 部 紧 空 间 为 一 一 个 互 不 相交 的 开 0- 紧 子 空 间 的 族 的 
并 。 因 而 ,每 一 个 这 样 的 空间 为 仿 紧 . 

(e) 设 (x, 9) 为 拓扑 空间 ， 则 有 其 拓扑 为 9 的 一 致 结构 & 使 得 (X， 
U) 为 一 致 局 部 紧 当 且 仅 当 (X, 7) 为 局 部 紧 和 仿 紧 .( 见 定理 5.28.) 

注 (a) 本 质 上 是 问题 5.1 的 链 推理 。 应 注意 到 ， 问 题 5.1 的 关于 连 
通 区 和 连通 集 的 命题 不 能 准 广 到 一 致 局 部 紧 空 间 . 


U —KA AK EH 

(a) 设 X 为 实 线性 拓扑 空 si, 它 在 它 自己 内 为 非 稀 枕 , 又 设 天 为 X 的 一 
MAS, CWEK = 一 K 并 且 在 每 一 个 方向 上 都 含有 一 个 线段 ( 即 对 每 
一 个 和 中 的 * 有 正 实数 上 使 得 当 OSs A se EK)，、 则 KK 为 0 点 的 邻 域 
《证 明天 在 X 中 为 非 稀 蔬 。 然 后 由 问题 6. P 可 知 天 一 天 为 0 点 的 邻 域 并 且 
由 凸 人 性 可 推出 2 天 为 0 点 的 邻 域 .) 

(b) 定理 。 设 三 为 一 族 从 非 稀 牙 线 性 拓扑 空间 x 到 线性 赋 范 空间 Y 的 
连续 线性 函数 并 且 假 定 对 X 的 每 一 点 x， sup{|fC~) Il: FEF} 为 有 限 , 则 对 于 
X 的 0 点 的 某 个 令 域 吕 ，sup{|f(x)|: eu HFEF} ARR. 《利用 上 述 
命题 来 证 明 , 若 5 为 了 的 0 点 的 单位 球 , MING '[S]: FEF} 为 Xx 的 0 点 的 
邻 域 .) 

i ”命题 (b) 是 经 典 的 Banach-Steinhaus 定理 (Banach[1; 80]). ERY 
这 种 叙述 形式 显然 可 得 到 某 种 推广 ; 而 这 样 推广 的 基本 思想 则 是 命题 (a), 
利用 下 一 章 的 术语 。(b) 的 结论 还 可 以 叙述 成 ，F 在 0 点 处 为 同等 连续 . 
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V Boole 0- 环 

一 个 Boole 环 (B, +, - ) 叫做 Boole 0- 环 当 且 仅 当 每 一 个 可 数 子 集 对 
于 8 的 自然 序 有 一 个 上 确 界 ( 见 问题 2.K), Boole 0- 环 的 自然 例子 是 : 

(i) 环 (多 ,An ); 其 中 2 为 所 有 [0,1] 的 Lebesgue 可 测 于 集 的 族 ,或 
环 2 关于 所 有 测度 为 零 的 集 所 组 成 的 族 N KRA O-R. (此 处 A 为 对 称 
差 . KN 在 一 种 明显 的 意义 下 实际 上 为 -理想 .) 

Gi) 环 (s/m, a, N), Khe WHA [0。1] 的 Borel FRH, m 
为 由 稀 纹 的 Borel 集 所 组 成 的 子 族 . 

这 个 问题 的 目的 是 给 出 任意 Boole 0- 环 的 型 (i) 的 一 种 表示 定理 .在 
整个 问题 中 ， 假 定 号 为 一 个 局 部 紧 Boole 空间 xX 的 一 切 紧 开 子 集 的 族 . 不 
失 普遍 性 ,我 们 可 以 只 限于 考察 型 如 (B, A;n ) 的 环 。 (BE Stone 表示 定 
FE 5.5.) 

(a) 若 (号 ，A;n ) 为 一 个 Boole 0- 环 , 则 可 数 多 个 多 的 元 的 并 的 闭 包 
仍 为 多 的 元 ( 即 可 数 多 个 x 的 紧 开 子 集 的 并 的 闭 包 仍 为 紧 开 子 集 )， 

(b) Ree Ox 的 子 集 族 , 它 在 这 样 意义 下 为 最 小 , 即 Scr 并 且 .的 元 
的 可 数 并 和 对 称 差 仍 属 于 A, itm AA x 的 稀 蓝 子 集 的 族 , 则 对 每 一 个 
必 的 元 4 有 唯一 的 多 的 元 B 使 得 4 人 ABE m.。( 见 问题 6.P(a).) 

(c) 定理 Boole -We HB M-RE 学 nm 的 直接 和 。 因 而 今 同 构 
于 Boole 0- 环 .x 关于 ac- 理想 .x Nm 的 商 ， | 

注 “这 个 问题 的 结果 属于 Loomis), 又 具有 性 质 : 开 集 的 闭 包 仍 为 开 
集 的 空间 (满足 可 数 链 条 件 的 . Boole c- 环 的 Stone 空间 就 是 这 样 的 空间 )。 有 
时 叫做 极 不 连通 空间 。 在 这 种 类 型 的 紧 空 间 上 的 实 值 有 界 Borel 函数 的 空 
间 , 关 于 一 种 类 似 于 命题 (c) 的 方法 可 以 分 解 成 连续 函数 和 在 某 个 稀 醇 集 外 
为 零 的 函数 ， 这 个 事实 以 及 其 它 结果 均 可 参阅 M. 日 ，Stone14]， 亦 可 参阅 
Pixmier[11, 
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第 七 章 函数 空间 


本 章 主要 讨论 函数 空间 . 即 空间 的 元 为 从 一 个 确定 的 集 X 到 
一 个 确定 的 拓扑 空间 或 一 致 空间 Y 的 函数 .下 面 几乎 都 是 考虑 关 
于 X 的 拓扑 为 连续 的 函数 所 作成 的 空间 ， 简 要 地 说 ， 我 们 研究 的 
目的 是 定义 连续 函数 集 的 拓扑 和 一 致 结构 ， 并 且 证 明 所 得 到 的 空 
闻 的 紧 性 ,完备 性 以 及 连续 性 的 性 质 ， 

这 一 章 结果 的 大 部 分 在 以 前 的 实 变 数 函 数理 论 中 有 它 的 原始 
ER. 但 关于 联合 连续 性 和 紧 开 拓扑 的 定理 则 是 新 近 的 ， 它 最 初 
属于 Foxm。 至 于 函数 空间 的 更 进一步 的 情况 可 在 Arens[2]， 
Bourbaki[1], Myers [2] 以 及 Tukey [1] 中 找到 . 
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关于 函数 空间 的 一 种 拓扑 以 前 就 已 经 有 过 一 些 广泛 的 研究 . 
设 忆 为 一 个 函数 族 , 其 中 的 每 一 个 函数 从 集 刁 到 拓扑 空间 Y, 则 忆 
包含 在 乘积 YX 一 X{Y; rE X} 内 .下 的 点 式 收敛 (坐标 收敛 ， 
简单 收敛 ) 拓 扑 或 简称 为 点 式 拓 扑 天 是 指 相 对 乘积 拓扑 。 于 是 
网 fns n€ED} 收敛 于 & 当 且 仪 当 对 和 中 的 每 一 个 x 有 {f,(x)， 
nE D} WAF gC) (ASEH 3.4)。 又 所 有 形 如 {f: 人 x)EU} 的 
子 集 的 族 为 多 的 一 个 子 基 , 其 中 x* g XHAR U DYKARE, 
另外 对 X 的 每 一 个 点 * 有 一 个 F 上 的 函数 ce. 它 对 F 中 的 一 切 F 
由 ef) = f(x) 所 定义 , 该 函数 叫做 在 x 处 的 计 值 映射 (或 在 第 
x 个 坐标 空间 内 的 射影 )。 在 x 处 的 计 值 映射 关于 多 为 连续 的 开 
映射 《定理 3.2), 并且 多 为 使 得 每 一 个 计 和 值 遇 射 为 连续 的 FF 的 最 
小 拓扑 又 从 某 个 拓扑 空间 到 三 的 函数 g 关于 .2 为 连续 当 且 仅 
当 对 和 的 每 一 个 点 r eog 为 连续 (定理 3.3)。 显 然 , 点 式 扫 扑 只 
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依赖 于 函数 族 和 Y 的 拓扑 ， 因 此 ,就 是 x 给 定 了 拓扑 ,我 们 也 不 需 
要 把 它 写 在 定义 或 定理 之 中 。 雁 了 为 Hausdorff 或 正则 空间 ， 则 
空间 F 遗传 了 相同 的 性 质 (定理 3.5 和 问题 4.A), 但 当 Y 为 局 部 
紧 或 满足 第 一 或 第 二 可 数 性 公理 的 空间 时 可 以 不 具有 这 些 性 质 
(定理 3.6 和 5.19), 

涵 数 空间 关于 点 式 拓扑 为 紧 的 特征 是 关于 紧 空 间 乘 积 的 
Tychonoff 定理 (定理 5.13) 的 一 个 明显 推论 .在 陈述 这 个 结果 之 
前 ,为 方便 起 见 ,我 们 规定 从 集 和 到 拓扑 空间 Y 的 函数 族 了 为 点 式 
闭 当 且 仅 当 五 为 乘积 空间 Yx 的 闭 子 集 ， 若 4 为 和 的 子 集 ， 则 
FLA) 定义 为 所 有 点 x) 的 集 , 其 中 x+€ A4, EF， 特别 , 当 x€X 
时 Fl{x}] 简 记 为 Fir]. Æ e, XE x 处 的 计 值 映射 M a 
e.L FJ) = Fix], | 

1, ZE. 为 了 使 得 从 从 XX 到 兵种 宰 间 Y 的 函数 族 F 关于 点 
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EI. REFERI F 的 子 族 : 而 且 包 全 在 'X{F[z]-， 
eX} 内 , 故 若 条 件 (b) 满足 , 则 由 Tychonoff 采 积 定理 可 知 该 对 各 
为 Yx DRTE XEF 为 点 式 闭 , WF OK. 从 而 证 明了 (a) 和 
(b) 的 充分 性 . 

着 Y 为 Hausdorff 空间 并 且 王 关于 点 式 拓扑 为 紧 ， 则 由 定理 
5.7F 为 闭 集 , 又 集 Fle] 为 闭 紧 集 , 因 为 在 每 一 点 * 处 的 计 值 映 射 
为 从 F 到 Hausdorff 空间 Y 的 连续 映射 .| 

应 当 指出 ， 上 一 定理 要 比 关 于 点 式 收敛 拓扑 的 一 些 讨论 更 为 
重要 .点 式 拓扑 在 许多 情况 下 并 不 自然 例如, 设 为 一 个 集 ,又 
对 入 的 每 一 个 有 限 子 集 A, 命 C4 为 4 的 特征 函数 ( 即 当 xe 4 时 
Cz) 一 1， 又 当 x&4 时 C(x) 一 0)， 则 因 和 的 所 有 有 限 子 集 
Ha FO MAR, Hh (Cro AE} 为 从 X 到 闭 单位 区 
间 的 函数 的 网 ,这 时 该 网 收敛 于 恒 等 于 1 的 函数 。, 因为 对 每 一 点 
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x 有 {x}€ .er HAM ADIs} HA Ch) 一 1. 显然 ,使 得 有 限 
集 的 特征 函数 “接近 ”于 单位 函数 的 拓扑 对 于 许多 且 的 来 说 是 不 适 
宜 的 。 更 有 趣 的 拓扑 是 使 得 收敛 带 有 更 强 的 限制 , 即 更 大 的 殷 扑 . 
注意 : EC, T) 为 紧 并 且 TST KF ARK FA, WCE, 
T) Z) (F, 2) 上 的 恒 等 映 射 i HER. HEY CF. P) 为 
Hausdorff 空间 时 i ASR. Nm. @ CF, FZ) 为 紧 Hausdorff 
空间 并 且 TAF ART, WT 与 点 式 收 剑 拓 扑 相 同 。 这 个 简 
单 的 注 记 就 指出 了 证 明 函 数 空间 己 关 于 拓扑 .到 为 紧 的 一 种 典型 
. 方法， 我 们 首先 证 明王 关于 点 式 收敛 拓扑 为 紧 ， 然 后 再 证 明王 中 
PRAM ARYA FT Wek. GY 为 Hausdorff 空间 , 则 只 须 集中 
注意 力 于 这 两 个 命题 ,因为 当 其 中 有 一 不 成 立时 FF 关于 多 为 非 
K. 

有 了 时 我 们 还 需要 考察 关于 定义 域 空 间 的 某 个 子 集 的 点 的 点 式 
收敛 .假设 了 为 一 个 函数 族 , 其 中 的 每 一 个 函数 从 集 X 到 拓扑 空间 
Y, 又 设 4 为 XX 的 子 集 , 则 有 从 一 到 乘积 空间 Y4 内 的 一 个 自然 映 
射 RR， 它 由 上 映 下 的 每 一 个 元 f 为 它 在 4 上 的 限制 所 定义 : BX F 
中 的 每 一 个 了 有 RO 一 了 4， 显然 ,使 得 为 连续 的 的 最 小 拓 
扑 多 4s, 由 所 有 Y4 的 开 子 集 关 于 R 的 逆 像 组 成 。 该 拓扑 叫做 在 
人 上 点 式 收 敛 的 拓扑 .又 所 有 形 如 {f: 1) E UU} 的 集 的 族 是 PA, 
的 一 个 子 基 , 其 中 * 属于 A,UHY 中 的 开 集 , 并 且 F 中 的 网 {fa 
n€D} 关于 BD, 收敛 于 g 当 且 仅 当 对 么 中 的 每 一 个 x，{4fn(x)， 
n€D} WRF glx). BIR RA—-M-4AR4AN FRA 
的 元 1 与 8 有 4 的 某 个 点 * 使 得 fx) 所 g(x)， 若 XX 的 子 集 4 具 
有 这 个 性 质 , 则 称 它 为 可 分 离 族 下 的 元 . 

2 EH. RF Ay 个 函数 族 ， 其 中 的 每 一 PB ROAR X Bi 
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证 明 。 因 为 乘积 空间 Y“ 为 Hausdorff 20), HA. AEX 
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可 知 具 有 该 拓扑 的 王 为 Hausdorff 23 [a] 4 HAREA RA 
对 一 * 即 当 且 仅 当 4 可 分 离 王 的 元 . 

因为 PCP, RM (F, P) 到 CF, 241) 上 的 恒 等 映 射 
i 为 连续 ,从 而 若 CF, P) ARH CF, Az) 7) Hausdorff 空间 ， 
Mi 必 为 同 胚 , 即 它 一 20 

若 值 域 空 间 为 一 致 空间 ， 则 点 式 收 敛 拓 扑 为 某 个 一 致 结构 的 
拓扑 . 

若 下 为 从 集 X 到 一 致 空间 CY, A) 的 函数 族 ， 则 FIRR 
X{Y: x&€ 久 } 的 子 集 , 并 且 我 们 称 相对 一 致 结构 为 点 式 收 化 (或 简 
单 收敛 ) 的 一 致 结 构 , 有 时 还 简 记 为 多 一 致 结构 . 至 于 它 的 性 质 ， 
以 前 就 已 经 研究 过 了 (例如 定理 6.25). 

若 4 为 和 的 子 集 , 则 在 4 上 的 点 式 收敛 的 一 致 结构 ,或 简 记 为 

一 臻 结构， 是 指使 得 从 F 到 所 有 从 4 到 Y 的 函数 的 族 内 的 限 
制 映 射 尺 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 ， 在 这 里 我 们 不 加 证 明 地 指 
出 该 一 致 结构 的 如 下 的 简单 的 事实 . 

3 定理 . 设 刁 为 从 集 和 到 一 致 空间 Y> 7 的 函数 族 , 又 设 
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x, (jz n€ D) 为 Cauchy 网 . 
(da) a (Y.%) 为 完备 并 且 RIF] 在 Y“ 中 关于 在 4 上 的 点 


紧 开 拓扑 和 联合 连续 性 


给 定 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 函数 族 忆 的 一 种 拓扑 ， 我 
MERRE (1) BEAT 了 和 关于 * 为 联合 连续 .稍微 更 精确 
地 说 ， 也 就 是 对 于 王 的 什么 样 拓扑 才能 使 得 当 F XX 给 定 乘积 拓 
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扑 时 变 Cf, x) 为 fx) POM FX XB Y 的 映射 为 连续 2 本 节 就 来 进 
行 对 这 个 问题 的 研究 。 结果 , 我 们 知道 函数 空间 有 一 种 特殊 的 拓 
th. 它 与 该 问题 有 关 , 同 时 我 们 也 就 从 定义 出 这 个 拓扑 并 且 推 得 它 
的 若干 初等 性 质 开始 . 这 一 节 完 全 着 眼 于 拓扑 问题 ， 而 与 此 相 联 
系 的 函数 空间 的 一 种 一 致 结构 将 在 以 后 再 来 讨论 。 另外 , 在 本 节 
中 我 们 恒 假定 为 一 个 活 数 族 ， 并 且 其 中 的 每 一 个 函数 从 拓扑 空 
lA) X 到 拓扑 空间 Y， 

为 方便 起 见 , 对 XX 的 每 一 个 子 集 K 和 YY 的 每 一 个 子 集 品 ,定义 
W(K,U) XARAK IU NÉI F 的 元 的 集 , BI WK, U) = ff; 
1[K]CU}). 于 是 Ff 的 紧 开 拓扑 就 是 指 以 所 有 形 如 WCR, U) 的 集 
组 成 的 族 为 一 个 子 基 的 拓扑 ， 其 中 天 为 Xx 的 紧 子 集 ,U 为 Y 的 开 
E. 这 时 ,所 有 形 如 WK, U) 的 集 的 有 限 交 的 族 也 就 是 紧 开 拓 
扑 的 一 个 基 , 即 该 基 的 每 一 个 元 为 形 如 : N{W(K,, U;): i=, 
1,，……， n) 的 集 其 中 每 一 个 K; 为 X 的 紧 子 集 , 而 每 一 个 Uj; 为 了 的 
开 子 集 ， 由 于 由 单个 点 所 组 成 的 集 为 紧 集 ， 所 以 紧 开拓 扑 与 点 式 
拓扑 是 可 比较 的 . 

4 定理 . hand Ge pai sath P, 空间 CF, #) 
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EM, GA TURME A MIME 个 开 于 集 U， 集 
Wx}, U)={f: f(x)e U} 属于 C, AM {x} HER. TE 
POE, 因为 所 有 这 种 形式 的 集 的 族 为 点 式 拓扑 的 一 个 子 基 。 

因为 若 Y 为 Hausdorff 空间 , 则 由 定理 3.5 可 知 CF, P) 亦 
为 Hausdorff 空间 ， 又 因 若 忌 和 了 为 下 的 元 的 互 不 相交 多 BE, 
则 它 亦 为 多 Wik. CF, €) 为 Hausdorff 空间 . 

最 后 ,假定 Y 为 正则 空间 , 则 需要 证 明 F 的 每 一 个 元 f 的 每 一 
个 邻 域 都 含有 闭 邻 域 。 显然 这 又 只 须 证 了 的 每 一 个 属于 © 的 一 
个 子 基 的 邻 域 含有 闭 邻 域 ， 因 为 了 的 每 一 个 邻 域 含 有 一 个 属于 该 
子 基 的 邻 域 的 有 限 交 . 今 设 1E W(K,U), 其 中 KK 为 了 的 紧 子 集 ， 
U 为 Y 的 开 子 集 , WAK] 为 紧 集 ， 又 Y 为 正则 空间 ， 故 从 定理 
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5.10 可 推出 有 f{K] 的 闭 邻 域 了 使 得 TCD。 由 于 je WK, VC 
W(K, U) $B WCK, V) 确 为 了 的 邻 域 ,所 以 剩 下 要 证 的 是 
W(K, V) 为 闭 集 。 而 这 只 须 注意 WK, V) 为 所 有 和 集 W({x},V》 
的 交 , 其 中 x* 属于 天 , 同时 每 一 个 集 W({x},，V) 必 为 PAR, 从 
而 为 6 闭 集 .| 

显然 没有 希望 证 明 当 Y 为 正规 或 满足 第 一 或 第 二 可 数 性 公理 
的 空间 时 (F , E) 也 具有 这 些 性 质 、 因 为 若 X 为 离散 空间 ， 则 仅 
有 的 紧 集 为 有 限 集 , 从 而 @ 与 点 式 收敛 拓扑 相同 ,但 正规 空间 或 
满足 某 个 可 数 性 公理 的 空间 的 乘积 可 以 不 具有 相应 的 性 质 ， 于 是 
PAIE 的 下 也 可 以 不 具有 该 性 质 . 

设 P 为 变 (f,x) 为 1x) 的 从 FxX 到 Y ARR. AM F 
的 每 一 个 拓扑 在 FXX 上 诱导 了 乘积 拓扑 ， 现 在 问 映射 了 关于 该 
乘积 拓 扩 是否 为 连续 .我 们 称 F 的 拓扑 为 联合 连续 当 且 仅 当 从 
FXX 到 Y 内 的 映射 P 为 连续 . 容易 看 出 ， 点 式 收敛 拓扑 通常 为 
不 联合 连续 。 而 离散 拓扑 为 联合 连续 ,因为 若 忌 为 Y 的 开 子 集 , 则 
PLU] 一 {(f，x): fx) EU} = UUA XIU), fe F} EE 
开 集 的 并 (假定 下 为 一 个 连续 函数 族 )， 又 若 了 的 某 个 拓扑 为 联合 
连续 , 则 比 它 更 大 的 拓扑 亦 为 联合 连续 ， 因 而 ,一 个 自然 的 问题 是 
寻找 最 小 的 联合 连续 的 拓扑 ， 假 如 这 样 的 拓扑 存在 的 话 。 一 般 的 
说 ,这 样 的 最 小 拓扑 是 不 存在 的 ,然而 , 如 果 把 联合 连续 性 的 条 件 
稍微 放宽 , 那 末 它 就 能 给 出 紧 开 拓扑 一 种 确切 的 描述 . 我 们 称 函 
数 族 了 的 拓扑 为 在 集 4 上 联合 连续 当 且 仅 当 映射 P 为 在 FXx4 上 
连续 ,其 中 PCH, x) 一 f(x) GER: 这 并 不 表示 了 在 FX 4 的 每 一 
点 处 为 连续 ,而 只 是 说 明 限 制 P|(F XA) 为 连续 )， 又 称 正 的 拓扑 
为 在 紧 集 上 联合 连续 当日 仅 当 它 在 定义 域 空间 的 每 一 个 紧 集 上 联 
合 连续 。 显然 , 这 样 的 族 的 每 一 个 元 I 它 在 每 一 个 紧 集 玉 上 为 连 
eB FIK aria | 
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证 明 ， 假 定 F 的 拓扑 .为 在 紧 集 上 联合 连续 ,U0 为 了 的 开 于 
KX MER, 并 且 P 为 满足 PCf, x) = f(x) 的 映射 ， 则 需 
要 证 明 W(K,U) 为 .六 开 集 , 其 中 WK, VU) = {f: [KJ]CU}. 
因为 .2 为 在 紧 集 上 联合 连续 ， 故 集 V=CFXK)NP'U) 为 
FXK 中 的 开 集 ,又 当 fE W(K,U) 时 有 {f} XKEV, m {}XxK 
为 紧 集 , 于 是 由 定理 5.12 有 的. PRANE NXKCP IU], 
AS AT 邻 域 N 的 每 一 个 元 均 为 紧 开 邻 域 WC(K, U) 的 元 ， 
M WCK, 0) 为 FS 开 集 , 即 定理 的 第 一 个 命题 获 证 . 

现在 来 证 明 第 二 个 结论 。 假设 天 为 和 的 紧 子 集 ，x6 K,UH% 
Y 的 开 子 集 并 且 G.x)EP LU], WAS HEK LEZ, HAX 
EM 使 得 它 是 x ERK 中 的 邻 域 并 且 有 f{M ]CU (注意 和 为 Haus- 
dorff 或 正则 空间 ), 于 是 WCM，U)XxM 为 (f,x) 在 FXxXK Ae 
域 并 且 它 包含 在 PLU 内 ,从 而 得 在 K 上 的 联合 连续 性 .| 

可 以 指出 , 若 X 为 局 部 紧 , 则 拓扑 为 在 紧 集 上 联合 连续 当 且 仅 
当 它 为 联合 连续 ， 因 而 , 若 X 为 局 部 紧 正则 空间 , 则 连续 函数 族 的 
紧 开 丘 扑 就 是 最 小 的 联合 连续 拓扑 , 

若 族 Ff 的 拓扑 :为 在 紧 集 上 联合 连续 ， WTF, 其 中 
EARRA Z AAA LEC, T) HEHE ERS 
EJ Hausdorff Asia}, Wi (F, A) % Hausdorff ZÈ, Mm F = 
% 一 .这 个 事实 说 明了 在 关于 名 紧 性 的 下 一 定理 中 所 给 出 的 
条 件 之 一 的 必要 性 ， 为 了 直接 应 用 于 以 后 的 问题 , 该 结果 按 一 种 
稍微 特别 的 形式 给 

6 TE. i Xb TEM Hausdorff 空间 ， Y 为 Hausdorff 空间 ， 
CARRERE PREEN MXE Y HIB MIE, X 


a TT EOE EES 
证 明 。 假设 Ff 为 儿 紧 ; 则 因 Y 为 Hausdorff ZE, i CC, e) 
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为 Hausdorff 空间 , MAM F A A. 由 于 计 值 映射 在 点 x 处 为 
PES TEX E 连续 , RU FAR Fle] HER. 因为 F 为 儿 
EHEJ P Hausdorff 空间 , 故 F 的 拓扑 中 和 多 相 辣 ;从 而 为 
yx 中 的 多 闭 集 ,并 且 由 定理 7.5 TAF Rt E TEZ) HE 
紧 集 上 联合 连续 ， 这 就 完成 了 条 件 (a), (b) 和 (c) 的 必要 性 的 证 
BA. 

假设 条 件 (a), Cb) 和 (c) 成 立 ， 命 FA FE Y HPA 
包 , 而 条 件 (b) 表明 对 每 一 个 x, Flx HERR, 即 F- 为 P RKE 
X{FIx]-: xE X) MATER, MPF HAARR. 又 由 条 件 (c) 可 
知 , 对 于 F-, 拓 扑 多 为 在 紧 集 上 联合 连续 ,于 是 -的 每 一 个 元 为 
在 每 一 个 紧 集 上 连续 , 即 F~CC, 但 从 定理 7.5 可 推出 , 对 于 FT, 
Git PRES MGS FOSTER. 再 由 条 件 (a) 可 
Hie FC nA @ AS. Amy CHT RFU OOF EAA 
# BI F= F, 亦 妈 下 为 咖 紧 ,| 

7 注 记 .所 有 在 每 一 个 紧 子 集 上 连续 的 函数 的 族 c SHAE 
绪 函 数 的 族 一 致 ,和 假如 空间 为 局 部 紧 或 满足 第 一 可 数 柱 公 理 ( 见 定 
理 7.13 和 它 前 面 的 讨论 )。 虽然 所 有 连续 函数 的 族 通 常 是 有 趣 的 ， 
但 一 些 数学 结构 中 也 需要 有 类 C (而 并 不 是 赁 一 时 的 兴趣 )， 事 实 
上 在 稍 后 的 完备 性 的 讨论 中 就 出 现 了 这 个 类 . 

紧 开 拓扑 和 联合 连续 性 之 间 的 关系 首先 是 由 Fox 研究 的 ,他 
IEA TT StF ERK. 紧 开 拓 寂 小 于 每 一 个 联合 连续 丘 扑 , 并且 
它 自己 为 联合 连续 , 假如 定义 域 空间 为 局 部 紧 ， 又 最 小 的 联合 连 
续 扼 扑 并 不 普遍 存在 的 事实 的 证 明 见 Arens [2]. 


一 & k g 


本 节 致 力 于 从 集 X 到 一 致 空间 (Y,%) 的 函数 族 F 的 一 种 一 
致 结构 的 研究 。 该 一 致 结构 与 集 X 所 给 定 的 拓扑 无 关 得 到 的 主要 
结果 之 一 是 : 所 有 关于 XX 的 拓扑 为 连续 的 函数 的 族 为 所 有 从 X 到 
Y AO RBA SSA AF Sa), BE Be E R BAR PR E R 
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数 ， 

我 们 在 这 里 所 要 考察 的 一 致 收敛 的 一 致 结构 是 最 大 的 一 致 结 
梅 ,而 点 式 收敛 一 致 结 梅 则 是 最 小 的 一 致 结构 。 这 两 种 一 致 结构 
都 可 以 看 成 是 在 一 个 集 族 .ez 的 元 上 一 致 收敛 的 一 致 结构 的 特殊 
情形 。 而 这 个 概念 将 在 这 一 节 的 最 后 加 以 扼要 的 讨论 ; 对 每 一 个 
X 的 于 集 族 .or 作出 了 该 一 致 结构 ,并 且 导 出 了 有 关 的 初等 性 质 ， 

设 忆 为 从 集 X 到 一 致 空间 CYS) 的 函数 族 , 对 2 的 每 一 个 
TV m W(TV) 为 所 有 使 得 对 X 中 的 每 一 个 x* 有 (f(x),g(x))EV 
的 (f, g) E, M W(V)[f] 为 所 有 使 得 对 X 中 的 每 一 个 x 有 
g(x)EV[fx)] Me 的 集 ， 又 易 见 对 的 所 有 元 UU 和 VV 有 
WV) = (WOD, WIUNV)= WU)NWCV) 和 WUoV) 
WCU )OWCV) 成 立 。 因 而 由 定理 6.2 可 知 所 有 集 WY) 的 族 为 
FF 的 某 个 一 致 结构 2U 的 一 个 基 , 其 中 V 属 于 YY .这 个 一 致 结构 人 
就 叫做 一 致 收敛 的 一 致 结构 , 或 简称 为 uc. 一 致 结构 。 MAH 
拓扑 则 RU 做 一 致 收 钙 的 拓扑 ,或 简称 u. c. 拓扑 . 

显然 2U 大 于 点 式 收敛 的 一 致 结构 .因为 若 y 是 X 的 一 个 任 
意 的 元 , ver, WIG. g): 对 和 中 的 所 有 > A Oe) g(x)) 
€ Vici g): Cy). 8(y)) € VAMMEN Z 的 基 的 每 一 个 泡 是 
定义 点 式 一 致 结构 的 子 基 的 某 个 元 的 子 集 . 这 也 就 推出 了 u.c. 拓 
扑 大 于 点 式 拓扑 ， 又 容易 直接 看 出 从 一 致 收敛 可 推出 点 式 收 敛 ， 


因为 F 中 的 网 {fns nE D} 关于 uc. 拓扑 收敛 于 g 当 目 仅 当 对 ` 


中 的 每 一 个 了, 该 网 最 终 地 在 WCV)[g] 内 ， 而 这 又 当 且 仅 当 存 
ED 中 的 菜 个 使 得 当 2 时 对 XX 中 的 一 切 x 有 f,(x)€ 
Vig(x)]。 下列 定理 给 出 了 一 致 结构 人 的 一 些 其 它 初 等 性 质 . 

8 定理 . 设 F 为 所 有 从 集 X 到 一 致 空间 (Y,%) 的 函数 的 族 ， 


过 è ù 8 @ Ñ 4 @ o è @  — = “go oe @ @ @ 


xb 为 一 致 收敛 的 一 致 结构 ， 则 : 


D 利用 通常 的 关系 概念 , 集 WW(V) 可 以 得 到 一 种 很 简单 的 描述 : WCV)=1{(f,g): 
Sf CV}, 该 命题 是 明显 的 , 因为 go 恰好 是 所 有 Cx), g(x)) Oe, E 
中 属于 XX. 又 易 见 A = {(f, g): gCVof}, WOV)IH = {e: ec Ves} 
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证 明 . -为 了 证 明 命题 Ga) see RATE aU {Gy 7: IO, z) 
<r} 的 集 的 族 是 的 一 个 基 ， 其 中 7 为 正 数 ，4 AY DBR 
有 界 元 。 它 之 所 以 成 立 是 因为 对 每 一 个 伪 度 量 。， 伪 度量 4 一 
min[1, e) 为 有 界 并 且 具 有 相同 的 一 臻 结构。 但 {(f, g): d*(f, g) 
<r} 一 {(f,g):; 对 X 中 的 每 一 个 * 有 dh), ge) Sr} = 
WACO, z): dly, z) Sr});, 其 中 瑟 为 定义 u. c. 一 致 结构 时 所 利 
用 的 对 应 。 因 而 就 推出 了 a* 属于 人 的 格 集 并 且 这 种 形式 的 伪 度 
量 生 成 该 格 集 . 

命题 (b) 的 一 半 是 明显 的 ， 因此 只 IES Cauchy 网 {fs 
nE D ARKAT g WERK g. VAY 的 一 个 任意 的 
闭 对 称 的 元 ,选中 的 mw 使 得 当 zn em, pm Xe 
个 x* 有 fo(x)€ V[f,(《x)]; 这 样 的 选择 是 可 能 的 ,因为 该 网 关于 人 
为 Cauchy W. FRM V[f,(x)] 为 闭 集 和 fp《x) WRF g(x) 可 
推出 g(x)EV[f,《x)]， 从 而 对 每 一 个 n > m 和 X 中 的 每 一 个 x 
有 f,《x)€ V[g(x)], 即 命题 (b) 获 证 . 

最 后 容易 看 出 命题 (c) 是 命题 (b) 和 完备 空间 的 乘积 仍 为 完 
备 空间 的 事实 的 一 个 直接 推论 . | 

下 列 定 理 陈 述 了 关于 连续 函数 族 的 入 的 主要 性 质 。 

9 定理 . See NENEN S BI a CY, %) 的 连 
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i WA. SAREAN (a) 页 须 证 所 有 不 连续 函数 的 集 为 所 有 
从 和 X 到 YY 的 函数 的 空间 G 的 开 子 集 。 设 了 在 X 的 点 xz 处 为 不 连 
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se, NAY WV ER PIV II 不 是 zx 的 邻 域 ， 再 选 的 
SERA TOW E WoWOWCV, SIEA RM Men e—-Ph VRE 
Cely), (EW, W eTtlWie(x)])] 不 是 * 的 邻 域 ， 从 市 8 亦 
为 不 连续 函数 ,这 表明 G ~ FF 关于 一 致 收 钱 的 拓扑 为 开 于 和 集 。 事 
实 上 ,车 对 每 一 个 ”有 y), f(y)) EW, 则 gCWof 并 且 gt 
fow = fow, Nm gtoWogCfoWeWoWofCftoVof, F 
是 g'IWigC)l] 为 广 [V[f(x)]] 的 子 集 , 即 gW ge) 1) 不 是 
x 的 邻 域 . | 

Fl PF AOE Oe Cb) 的 证 明 ， 29 TIERRA F xX 到 Y ARSE 
在 点 (fx) 处 的 连续 性 ,我 们 只 要 验证 对 9 中 的 V, Bye fly 
[fCx)]] 并 且 对 一 切 z 有 gCz) ETV[fCz)]， 则 gCy) EV[fCOy)]IC 
VoV[f(x)]. | 

通过 考察 在 定义 域 空间 的 子 集 族 .er 的 每 一 个 元 上 的 一 致 收 
敛 ， 我 们 还 可 以 作出 一 些 有 用 的 一 致 结构 。 现 在 设 下 为 从 集 X 到 
RZE (Y, Y) 的 水 数 族 , .er AXA SRR. ME .er 的 每 一 
个 元 上 一 致 收敛 的 一 致 结构 @x | .er 是 指 以 所 有 形 如 {(f,g): 对 4 
中 的 所 有 * 有 Cz). g) EV) 的 集 组 成 的 族 为 一 个 子 基 的 一 
致 结构 ,其 中 VV 属于 9%, ART. A. 这 个 一 致 结构 也 可 以 通过 另 
外 的 方法 加 以 描述 ， 若 对 .xr 中 的 每 一 个 4, ft Ri 为 变 f 为 1 在 
A 上 的 限制 的 映射 , BD RUG) = fl4, Nj R: 变 F 为 从 4 到 Y 的 已 
给 定 一 致 收敛 结构 的 项 数 族 ,2 | .or 就 可 以 看 成 是 使 得 每 一 个 Rs 
为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 . 

从 上 述 关 于 一 致 收 义 的 命题 ， 我们 可 导出 关于 一 致 结构 
P | .wy 的 相应 的 结果 ,这 里 略 去 它 和 的 简单 证 朋 . 

10 定理 i x wip ths SE (Y, ¥) 为 一 致 空间 ,又 设 .ez 为 
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外 


(O EF) BiB oi ORF A er HI. 
。 O REFU |r Gib CREDE AE O) 
为 完备 , 则 (F, 人 2 |r) 也 为 完备 . 

Tuei 出， FE oe Bese WLR DEE Boy AREER. 
若 .oz 为 所 有 集 {x} 组 成 的 族 , 其 中 x BT XSW | er 就 是 后 式 
政 伊 的 一 致 结构 并 且 所 有 连续 孙 数 的 族 关 于 该 一 致 结 构 一 般 地 说 
:就 并 不 完备 。 但 是 , mR e 使 得 从 在 .evr 的 每 一 个 元 上 的 连续 性 
可 推出 在 x 上 的 连续 性 ， 那 末 上 一 命题 的 Cd) 就 证 明了 所 有 从 XX 
到 完备 空间 的 连续 水 数 的 族 关 于 人 2 | .or 的 完备 性 ， 特 别 , 当 六 的 

一 点 都 有 属于 ,wr 的 邻 域 时 就 属于 这 种 情形 . 


在 紧 集 上 的 一 致 收敛 


在 本 节 中 我 们 把 沿 着 两 个 不 同方 向 的 研究 结合 起 来 ， 假 设 F 
为 从 拓 扩 空间 X 到 一 臻 空间 CY, H+) 的 连续 函数 族 , 则 在 紧 集 上 
一 致 收敛 的 一 致 结构 指 的 是 一 致 结构 2 |, HES BMA XA 
紧 子 集 的 族 。 < 人 | 名 的 拓扑 有 时 叫做 紧 收 敛 拓扑 ， 现 在 证 明 该 拓 
. 扑 与 由 X 的 拓扑 和 一 致 结构 2 的 拓扑 所 作出 的 紧 开 拓扑 相同 . 
于 是 一 致 结构 UW | 多 就 依赖 于 Y 的 一 致 结构 2, 但 2 IE Sh 
只 依赖 于 % 的 拓扑 一 致 结构 WU 1% 在 空间 X 具 有 “充分 多 ”的 
紧 集 的 情况 下 特别 有 用 ， 并 且 在 这 一 节 的 最 后 再 简要 讨论 一 下 一 
类 满足 这 种 条 件 的 空间 . 

| il am. JRF OBA NEM x I TREN CY, F) 的 连续 
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: 证 明 ， WK 95 ROHR. UY HER, je F 并 且 假 定 
f{LKICU, WIKI 为 紧 集 并 且 由 定理 6.3 MeO RAV E14 
V[fI[K]]CU， 于 是 易 见 若 8 为 使 得 对 K 中 的 每 一 个 * 有 g(x) 
EV(fCx)] 成 立 的 函数 , 则 g[K]CUV 也 成 立 . 因 而 每 一 个 形 如 寻 : 
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f[K]jCU}) 的 集 关 于 WIS 的 拓 扩 为 开 集 ， 亦 即 紧 开拓 扩 小 于 
WM NE 的 拓扑 

SIEM, 显然 只 须 证 对 和 的 每 一 个 紧 子 集 天 ，S 中 的 每 一 
个 了 以 及 每 一 个 连续 水 数 PA XM ARTE Kotters Ka MYR 
FTE U1,*……,U, 使 得 [IK;]CU,; 并且 当 g[K;] CU, 对 每 一 个 i 成 
并 时 glx) E V[f(x)] 对 每 一 个 * 成 立 ， 为 此 , 选 Y 的 闭 对 称 的 元 
W 使 得 WoWoW CV, 再 选 K 中 的 riete t, 使 得 集 Wf Ce) 1 的 
Sik Bee f[Kj, 命 K; = KAWU), 了 又 命 U; 为 Wow 
[f(x;)]」 的 内 部 。 于 是 , 若 对 每 一 个 i 有 g[K;] CU;， 则 ， 对 每 一 
个 天 中 的 * 有 i 使 得 x€ Kj, 从 而 g(x) € WoW [f(x 外 但 x) € 
WfCxi)], BU CeCe). f(4)) E WoWoW CV.| 

者 一 致 空间 (人 Y，g2) 为 完备 ,xr APTS XNFRR, Oy 
由 定理 7.10 可 知 所 有 在 ,er 的 每 一 个 元 上 连续 的 从 XX 到 YY 的 函数 
的 族 为 2 |. 完备 .于 是 为 了 使 得 所 有 连续 函数 的 族 为 完备 只 
须 .er 满足 条 件 : PARE .ex 的 每 一 个 元 上 连续 时 , 则 它 连续 ， 
者 上 为 从 X 到 Y 的 函数 ,也 为 Y 的 子 集 , 则 上 述 条 件 可 从 下 列 事 实 
FEW: 若 对 ,ey 的 每 一 个 元 4， ANP LBIAMS, WP lB) 也 为 
AIS. 特别 、 所 有 从 XX 到 YY 的 连续 函数 的 空间 关于 在 紧 集 上 一 致 
收敛 为 完备 ,假如 XX 满足 条 件 : 若 义 的 子 集 4 与 每 一 个 闭 紧 集 的 交 
O AWAR Wa AAR. 我 们 称 这 样 的 拓扑 空间 为 ke. 显然 ,所 

有 闭 紧 集 的 族 E 完全 决定 了 《空间 的 拓扑 ,因为 4 为 闭 集 当 且 仅 

UHE 中 的 每 一 个 C 有 A 站 CE 儿 。 又 取 余 集 即 得 空间 的 子 集 
也 为 开 集 当 且 仅 当 对 每 一 个 闭 紧 党 C, nc 为 C 中 的 开 集 ， 

Hk SEIA LENEA TAER. 
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下 面 再 给 出 空间 的 两 闫 最 重要 的 例子 

13 定理 . 者 X 为 局 部 紧 或 满足 第 一 可 数 性 公理 的 Hausdorff 
空 则 , 则 X 为 《空间 ， | 

证 明 。 在 每 一 种 情况 的 证 明之 前 , 汐 假 设 了 为 X 的 非 闭 子 集 ， 
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* 为 不 属于 下 的 了 的 聚 点 ， 并 且 要 证 的 是 存在 某 个 闭 紧 集 C 使 得 
BNC FEAR. 

若 久 为 局 部 紧 , 则 有 zx 的 紧邻 域 U, X BAU REM, 因为 
x Æ BRA ETE BKL. 

若 X 满 足 第 一 可 数 性 公理 ， 则 有 B ~ {x} 中 的 序列 {yn 2 € 
o}, 它 收 敛 于 zx, 显然 {x} 和 所 有 点 组 成 的 集 的 并 为 紧 集 ,但 它 
与 B 的 交 不 是 闭 集 .| 


本 池 是 关于 寻找 函数 族 对 紧 开 拓扑 为 紧 的 条 件 的 两 节 中 的 第 
一 节 ， 所 期 望 的 结论 是 拓扑 的 , 并且 最 深刻 的 结果 也 是 在 纯 拓扑 
的 前 提 下 得 到 的 。 然 而 ,对 一 致 结构 , 论证 更 为 简单 ,因此 这 一 节 
就 先 讨 论 映 到 一 致 空间 内 的 映射 

至 于 纯 拓扑 的 问题 则 留 到 本 章 的 最 后 一 节 再 来 讨论 . 

没 为 一 族 从 拓 守 空间 X 到 一 致 空间 (Y，%”) 内 的 映射 , 则 
族 F 在 点 * 处 为 同等 连续 当 且 仅 当 对 的 每 一 个 元 V 有 x* 的 邻 
域 U 使 得 f[U]CVIfCx)] 对 的 每 一 个 元 f 成 立 .等 价 地 有 ,了 在 
* 处 为 同等 连续 当 且 仅 当 对 ”中 的 每 一 个 了 ，n{ 广 [FIfCx)]]: 
fe F} 为 + 的 邻 域 .， 男 外 ,粗略 地 说 ,在 x 处 为 同等 连续 当 且 仅 
当 有 > BER ERE E+ í ERRA A 
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证 明 ， eV OY HT 致 结 和 构 的 一 个 闭 的 元 , 则 所 有 满足 条 件 
IU JEVI G)] 的 函数 了 的 类 显然 关于 点 式 收 敛 拓扑 为 闭 集 ， 因 
AGS NG: GG), f@))€V}: yeU} WA. 这 样 也 就 推出 
了 Ff 的 点 式 闭 包 在 * 处 为 同等 连续 .| 

我 们 称 涡 数 族 FF 为 同等 连续 当 且 仅 当 它 在 每 一 点 处 为 同等 过 
. 根据 上 一 定理 , ASERMRRAT ADK SAA 
为 同等 连续 ;特别 ,该 闭 包 的 元 必 为 连续 录 数 .对 于 同等 连续 医 数 
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族 , 点 式 收 敛 拓 扑 还 有 其 它 值 得 注意 的 性 质 ， 
15 定理 ， 自卫 为 同等 连续 ， 站 点 式 收 敛 拓扑 为 联合 连续 ， 从 
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do 为 闻 证 明 从 F x x 内 的 映射 在 (Fr) 处 为 连续 ， 
AV A Y 的 一 致 结构 的 元 ， 忆 为 x 的 邻 域 ， 它 使 得 对 下 中 的 所 有 
gs 有 8g[DICF[Ig(x)]， FE, BEACH LH WM {h: h(x)€ 
VIOD 的 元 , v6 U, WA g) EV[gCx)] M ee Vif]), 
BI gy) E VoV[f(x)]， 从 而 同等 连续 性 获 证 . 

因为 由 定理 7.5 可 知 每 一 个 联合 连续 拓扑 大 于 紧 FT KM 
由 定理 7.11 可 知 紧 开拓 扑 与 在 紧 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 相同 ， 故 点 
式 收 敛 拓 扯 与 在 紧 集 上 一 致 收敛 的 拓 赴 相同 .| 

由 上 一 定理 我 们 可 推出 同等 连续 函数 族 关 于 在 紧 集 上 一 致 收 
敛 的 拓扑 为 紧 , 假 如 它 关于 点 式 拓 扑 ZAR, X Tychonoff RRE | 
理 给 出 了 Z 为 紧 的 充分 条 件 ， 按 照 这 个 方法 ,从 同等 连续 性 和 某 ， 
些 其 它 条 件 即 可 推出 函数 族 的 紧 性 。 另 一 方面 , 下 肇 定 理 又 给 出 
了 从 紧 性 推 到 同等 连续 性 的 结果 。 | 


A. 仿 设 2 为 X 的 个 确定 的 点， V 为 的 一 个 对 称 的 
元 ， 显 然 若 能 证 得 。 存 在 x 的 邻 域 0 使 得 对 FF 中 的 每 一 个 8g 有 
g[U]CvVoV[g《x)]， 则 定理 就 已 获 证 ， 因 为 的 拓扑 为 联合 过 
续 , 故 对 的 每 一 个 元 f 有 上 的 邻 域 G 和 zx 的 邻 域 录 使 得 G x Ww 
EF VIS] A, TEA gEGHEH wew WA ga) 和 g(w) 属 
于 V[f(x)]， 从 而 glw)e VoV[f(x)]， 即 对 G 中 的 每 一 个 8 有 
g[W]CVoV[g(x)]。 MAX FARK RABE 的 有 限 族 G1,…， 
Gp 以 及 相应 的 x 的 邻 域 Wis ar) W 。 使 得 对 G; 中 的 每 一 个 £ 有 
g[W,]CVoV[g(x)]. 于是, 者 命 U 为 x RISB W: 的 交 ， 则 易 见 
对 G 中 的 每 一 个 8 有 gl\U]CVoV[ gG@)]. IZ 
关于 局 部 紧 空 间 的 Ascoli 定理 是 前 面 的 一 些 结果 的 一 个 直接 
推论 。 事 实 .上 ,由 定理 7.6 便 知 我 们 只 须 把 条 件 “F 的 多 闭 包 上 的 
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ARRI PZ 在 紧 集 上 联合 连续 ” 换 为 条 件 “ 族 F. 为 同等 连续 . 
又 由 定理 7.14 和 7.15， 从 后 一 条 件 可 推出 前 一 条 件 ， 而 由 定理 
7.16 从 紧 性 又 可 推出 同等 连续 性 《我 们 也 可 以 简单 地 作出 不 依赖 
于 定理 7.6 的 一 种 证 明 )， 

17 Ascoli 定理 . CODE ER ES Hausdorff 
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way F 为 C 中 的 闭 集 ; 
(b) 对 X 的 每 一 个 元 x, Flix] BAAS 


过 4 ss ò% «6 


对 于 多 空间 (ISE ADER TE PR A th 2s 
的 空间 ) 上 的 函数 族 也 有 某 种 形式 的 Ascoli 定理 成 立 。 这 时 需 
要 种 稍 加 改变 了 的 同等 连续 性 概念 ， 我 们 称 函数 族 F AERA 
上 同等 连续 当 且 仅 当 所 有 F 的 元 在 4 上 的 限制 的 族 为 同等 连续 . 
注意 ,在 4 的 每 一 点 处 为 同等 连续 的 函数 族 必 为 在 4 上 同等 连续 ， 
但 其 逆 不 真 。 然 而 仍然 有 : 在 4 上 同等 连续 的 函数 族 必 在 4 的 内 
部 的 每 一 点 处 为 同等 连续 . 
我 们 略 去 下 一 定理 的 证 明 。 它 是 定理 7.6, 这 一 节 的 结果 以 及 
在 每 一 个 紧 集 上 连续 的 和 空间 上 的 函数 必 为 连续 的 事实 的 一 个 直 
接 推论 ?>。 
”18 Ascoli IB. 设 C 为 所 有 从 Hausdorff 或 正则 的 空间 
MARE Gt R keene 致 
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A F 为 C 中 的 闭 集 ; 
O AEX ho FL] TEI 


1) 显然 “X 为 空间 ”的 条 和 件 可 从 定理 的 假设 中 删 去 ,假如 把 所 有 连续 荡 数 的 族 换 
成 是 所 有 在 每 一 个 紧 染 上 为 连续 的 函数 的 族 ， 而 且 。 同 一 个 结果 通过 对 具有 使 
得 : BAA 7 FARA ERAS TARR B,ANBY FRAGT 7 IX, 
应 用 已 给 的 定理 也 可 得 到 。 
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"H-E 续 性 


本 节 着 重 讨论 对 拓扑 空间 的 一 种 Ascoli 定理 的 证 明 。 它 的 处 
理 方 法 ,除了 以 一 种 拓扑 概念 来 代替 同等 连续 性 的 (一 致 ;概念 外 ， 
和 以 前 差不多 一 样 。 至 于 这 两 种 概念 之 闻 的 联系 则 在 这 一 节 的 最 
后 再 简要 地 加 以 讨论 ， 

设 F 为 一 个 涵 数 族 ， 其 中 的 每 一 个 是 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空 
间 Y 的 函数 ， 则 齐 -连续 性 概念 可 直观 地 描述 如 下 : ”对 每 一 个 X 
HÉJ x, Y 中 的 ”和 F 中 的 f, 当 f(x) 接近 3 时 了 映 接近 x 的 点 为 
YAO. 显然, 我 们 称 族 Ff 为 齐 - 连 续 , 当 且 仅 当 对 每 一 个 X 
HRJ z, Y 中 的 ”和 每 一 个 7 的 邻 域 口 有 x RV AY AY AD 
W 使 得 当 jew 时 有 AVICU, 下 面 的 结论 就 着 重 指出 了 这 
”个 定义 与 联合 连续 性 之 间 的 有 紧密 联系 : F 为 齐 -连续 当 . 旦 仅 当 对 
每 一 个 X 中 的 x, Y 中 的 7 和 每 一 个 > 的 邻 域 U 有 4* 的 邻 域 V 和 

yA AD ee {f: JEF 且 六 x)&€ W} XV 关 于 自然 映射 的 像 
包含 在 U 内 ， 至 于 齐 - 连续 函数 效 的 这 个 重要 性 质 的 证 明 则 是 容 
易 的 . 

19 定理 . 设 下 为 从 拓扑 空间 X ee Y HIF 连续 的 


和 
| 


VE WA. 定理 的 后 一 结 论 由 齐 - 连 续 性 定义 的 第 二 种 形式 即 可 
推 得 ,因为 当 王 为 的 开 集 时 {jj: HEF 上 f(x)《 WI 为 多 开 集 . 

AEF PAGER. Bitre XX,yE€E Y 并 且 U 为 3 
的 邻 域 ， 则 因 了 了 为 正则 空间 ， 故 不 妨 设 也 为 闭 集 .， AVA rpg 
域 ,W 为 > 的 开 邻 域 , 它 使 得 当 EF Hf) w ha A[VICU, 
Mik (gn. nE D] AFR, CRAM EPA gew, 1 
{ga(x), n€ D} RAMAWA. Mint y REAS {¢,(2), 
n€ D} 最 终 地 在 U 内 ,于 是 gCz)e U, 这 就 证 明了 el VICU., | 

根据 上 一 结果 和 定理 7.6， 关 于 齐 - 连 续 函 数 族 的 紧 福 的 充分 
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条 件 就 几乎 是 明显 的 了 .而 下 一 命题 则 证 明了 在 Ascoli 定理 中 所 
给 出 的 这 个 条 件 的 必 雪 性 ， 
20 定理 . PUES SI X ETTEN Hausdorff ZER Y RUSE EPS 


征明 . O R e T P EIE RAETH F ARITE Sk 
射 为 连续 , 又 后 一 拓扑 为 Hausdorff 拓扑 , 故 这 两 个 拓扑 相同 ,于 
E F 的 点 式 收敛 拓扑 为 联合 连续 . 假设 eX, ye Y HAUAY 
的 开 邻 域 , 取 ?7 的 闭 邻 域 丈 使 得 WCU, 则 所 有 使 得 f(x)€EW 的 
F 的 元 f 的 集 K 为 点 式 闭 ， 从 而 为 紧 集 . te P 为 使 得 P(f, x)= 
f(x) 的 函数 ,， 则 紧 集 天 x {x} BAE PCU] 内 ,但 P 为 连续 , 故 
由 定理 5.12 有 x 的 邻 域 V 使 得 K Xx VCP [U), BOY vey B 
e ew WA oeU, 

21 Ascoli 定理 ， 设 C SOLE RS a X 到 正则 


证 明 , AF 关于 紧 开 拓扑 为 紧 ， 则 由 定理 7.6 和 7.20 可 推出 
条 件 (a)，(b)，(c). 

E F RER Ha), O), ©), 1E 的 点 式 闭 包 为 一 个 齐 -连续 
的 函数 族 , 但 由 定理 7.19 可 知 关 于 它 点 式 拓 扑 为 联合 连续 ， 故 再 
由 定理 7.6 即 可 推出 紧 性 .1 . 

上 一 定理 可 以 在 定理 7.17 所 已 经 推广 了 的 相同 方式 下 推广 到 
RZ. 我 们 称 函 数 族 F 为 在 集 4 上 齐 -~ 连 续 当 且 仅 当 所 有 的 
元 在 4 上 的 限制 的 族 为 齐 - 连 续 。 根据 这 个 定义 ,自然 就 能 够 对 尺 
空间 X 证 明 Ascoli 定理 (定理 7.21), 只 要 将 条 件 (c) 换 成 “F 为 在 
的 每 一 个 紧 子 集 上 齐 -连续 .。 至 于 该 事实 的 直接 证 明 则 从 略 . 
在 这 一 节 的 最 后 , 我 们 叙述 两 个 命题 , CRAY FERED 

同等 连续 性 之 间 的 关系 ， 
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22 定理 . DASE IPSS NDS BCE STS Fed SS aE RHR RR 9 FE 
连续 ， 

证 明 。 假设 F 为 从 Xx 到 Y 的 同等 连续 的 函数 族 , x 《 X,，yE Y 
并 且 品 为 > 的 邻 域 ， 则 我 们 可 以 假定 为 以 为 心 ，4d- 半 径 为 7 
的 球 ， 其 中 4 为 了 的 格 集 的 伪 度 量 并 且 + > 0， 因 为 下 在 z 处 为 
同等 连续 ， 故 有 >* 的 邻 域 了 了 使 得 当 ze V 时 对 所 有 FF 中 的 有 
alila), f(z)) 二 >/2， 从 而 当 >e VV 并且 Kx) 属于 以 Y 为 心 ，4d- 
半径 为 >/2 的 球 时 有 f(z) EU ,| 

在 某 种 意义 下 ， 同 等 连续 性 又 是 关于 值 域 空 间 “ 一 致 化 了 ”的 
齐 - 连 续 性 , 并 且 正 如 我 们 所 期 望 的 那样 , 在 一 种 适当 的 紧 性 条 件 
的 前 提 下 ,从 齐 -连续 性 即 可 推出 同等 连续 性 . 

23 E, i F SEAS SIN x Bl BB Y By- ER 
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"H 
”征明 .假设 2 为 Y 的 格 集 的 元 并 且 + > 0， 则 对 F[x]- 中 的 
每 一 个 y》 有 ;的 邻 域 三 和 zx 的 邻 域 VV 使 得 当 f(x)€E W HN IVIg 
含 在 以 ? 为 心 ,&- 半 径 为 */2 的 球 内 ,但 Fle HERR KEARSE 
个 F(x] Ra y BR W, 和 相应 的 x 的 邻 域 V;, 其 中 i 一 1,*… 
2， 使 得 所 有 WwW, RRS Fle HAY Hew, PLY) 为 以 
yi 为 心 ，d- 半 径 为 >/2 的 球 的 子 集 。 因而 , BeeT—N{Vv;: 
2 一 0:;1 - sn} FATE F, Wl fC) 属于 某 个 W 18 f[T] 为 某 个 
d- 半 径 为 +/2 的 球 的 子 集 , 故 对 工 中 的 每 一 个 BAG), f(y)) 
二 +， 即 F 为 同等 连续 .| 
24 注 记 .本 节 的 结果 属于 A. P. More 和 我 自己 。 对 拓扑 
空间 的 Ascoli 定理 的 其 它 形式 已 由 Gale 得 到 。 
4 


AD 条 件 “F[x] 有 紧 的 闭 包 ? 换 成 “FE[x] 为 全 有 界 ”时 该 定理 不 成 立 ， 
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问 是 


4 关于 点 式 收敛 拓扑 的 习题 
Tychonoff 空间 X 上 的 所 有 连续 实 值 函 数组 成 的 集 关 于 点 式 收敛 牧 扑 在 
X 上 的 所 有 实 值 函数 组 成 的 集中 稠密 。 


B 关于 函数 的 收敛 的 习题 

设 1 为 闭 单位 区 间 (0, 1] 上 的 连续 实 值 函数 ， 它 使 得 /0) = 11) =0 
HE f 不 恒 等 于 零 .对 每 一 个 非 负 整数 n, 命 ge(z) = f(x"), 则 {gx， nE Oh 
式 收敛 (但 不 一 致 收敛) 于 恒 等 于 零 的 函数 4， 又 {4} 与 所 有 8s 组 成 的 集 的 
并 关于 点 式 收 和 敛 拓扑 为 紧 集 ,但 关于 一 致 收敛 拓扑 为 非 紧 集 。 


c AMET RL AAI 

BEF 为 从 拓扑 空间 x 到 一 个 一 致 空间 的 同等 连续 的 函数 族 , 4 x 
ETA, MX 上 的 点 式 收敛 的 一 致 结构 与 4 上 的 点 式 收 和 敛 的 一 致 结构 相 
局 . 


D ”对 角 线 方法 和 列 紧 性 

Lt Tychonoff 乘积 定理 证 明 本 身 更 为 重要 的 是 如 下 的 对 角 线 方法 ， 它 
是 证 明 函 数 族 紧 性 的 典型 方法 ， 回 忆 一 下 , 拓扑 空间 叫做 序列 紧 、 假 如 空间 
的 每 一 个 序列 都 有 收 化 于 该 空间 的 点 的 子 序列 . 

(a) 可 数 多 个 序列 紧 拓扑 空间 的 乘积 仍 为 列 紧 。 (假设 {Yn mE} 为 
, 列 紧 空间 组 成 的 序列 ,又 {f,， nEw) HHA X{Y,, mew} HARA, veo 
的 无 限 子 集 40 E (C0), nE do} KAF Yo 的 一 个 点 ,又 归纳 的 选 女 的 
FPR TH A 使 得 eA + 1), nE Seat} RF Ye 的 一 个 点 。 若 .和 Ni 为 
4 的 第 个 元 > 则 {ins KE wm} 即 为 所 需 的 子 序列 .) 

(b) 设 y 为 序列 紧 的 一 致 空间 , x 为 可 分 拓扑 空间 ， 又 设 FHM xX Bly 
的 同等 连续 的 函数 族 并 且 关 于 点 式 收 和 敛 拓扑 为 Yx 中 的 闭 集 ， 则 下 关于 点 式 
收敛 括 扑 〈 或 紧 开 拓扑 ) 为 序列 紧 。( 利 用 问题 7.C 并 且 注 意 Y 中 的 每 一 

个 Cauchy 网 都 有 极限 点 .) 

注 ” 关 于 函数 空间 的 可 数 紧 性 的 若干 很 好 的 结果 ， 最 近 由 Grothen- 
dieck' 得 到 ， 他 的 结果 可 以 直接 应 用 于 线性 拓扑 空间 的 一 些 有 趣 的 问题 . 
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E Dini 定理 

若 拓扑 空间 X 上 的 连续 实 值 函数 的 单调 增加 的 网 {a nE DY 点 式 收敛 
于 连续 函数 f， 则 该 网 在 紧 集 上 一 致 收敛 于 f，( 这 是 一 种 简单 的 紧 性 论证 . 
对 X 的 紧 子 集 C, 命 4, = {(x,y): EC A hasyl 并 且 注 意 所 
有 集 的 交 就 是 11C 的 图 形 , 其 中 5 BED.) 


FE ”一 种 诱导 映射 的 连续 性 

XAY SE, MS AHAX AMY 的 子 集 族 ， 又 设 F 为 所 有 从 Xx 到 
一 致 空间 (2, U) 的 函数 组 成 的 族 , G 为 所 有 从 Y 到 (ZzZ, W) 的 函数 组 成 的 
族 。 若 7 了 为 从 X 到 Y 内 的 映射 , 则 从 G 到 内 的 诱导 映射 T* 定 义 为 ， 当 & 属 
于 G 时 T*(2) = goT. 车 对 A 的 每 一 个 元 4 集 T[4] 包含 在 多 的 某 个 元 内 ， 
则 7T* 关 于 F 的 一 致 结构 Wo 和 G6 的 一 致 结构 Wi 多 (DRE Se 的 元 
上 一 致 收敛 ) 为 一 致 连续 。 特 别 , T* 关于 一 致 收 敛 的 一 致 结构 为 一 致 连续 并 
且 关 于 点 式 收敛 的 一 致 结构 为 连续 ,假如 多 覆盖 了 Y. Hx My 为 拓扑 空间 并 
ET AER, WT* 关于 在 紧 和 集 上 的 一 致 收敛 为 一 致 连续 。 

注 ” 某 些 其 它 种 类 的 自然 诱导 映射 已 经 由 Arens 和 Dugundjit 研究 过 . 


G 一 致 同 等 连续 人 性 


从 一 致 空间 (X, U) 到 (Y, Y) 一 致 空间 的 少数 族 上 叫做 一 致 同等 连 ， 


续 当 且 仅 当 对 的 每 一 个 元 VY 有 人 % 中 的 U 使 得 当 fE FF 并且 (x,y)EUV 时 有 
GC), f(y)) EV. 

(a) 族 F 为 一 致 同等 连续 当 且 仪 当 它 在 下 列 意义 下 为 一 致 联合 连续 , 即 
=F Bais A BU BH BF xX 带 有 乘积 一 致 结构 时 ,从 
zxX 到 Y 内 的 自然 映射 为 一 致 连续 。 

【《b) 一 致 同等 连续 的 函数 族 的 点 式 闭 包 仍 为 一 致 同等 连续 。 

(C) GXARFH 下 为 间 等 连续 , 则 2 为 一 致 同等 连续 。 

E ”上 述 命题 的 证 明 不 需要 新 的 方法 。 这 一 方面 的 更 详细 的 论述 已 在 
Arens [2] 和 Bourbaki [1] 中 给 出 ， 


H 关于 一 致 结构 |-x 的 习题 

设 半 为 一 个 集 , 必 为 的 覆盖 , 它 关 于 二 为 有 向 集 ( 即 对 .中 的 4 和 有 
SHAR CEC DAUB), Nik OY, 7) 为 一 致 空间 ， 再 设 了 为 从 X 到 Y 的 
臣 数 族 , 它 还 有 在 学 的 元 上 一 致 收敛 的 一 致 结构 Wl. RRR SA FR 
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f 


的 网 并 且 对 .zx 的 每 一 个 元 4 有 5 的 一 个 给 定 的 子 网 {SoTa(m), mE E4}, 它 
在 4 上 一 致 收 敛 于 下 的 元 5。 WAT |e 的 拓扑 收敛 于 :的 5 的 于 网 的 
ATEREA. 


1 ” 计 值 映射 的 连续 性 

H E AMAIR EJE Y ASOR, MIHE XAM FE Y RSG 
内 ;这 里 在 工 的 点 = 处 的 计 值 映射 E(x) 是 定义 为 ECx)(f) = a), 其 中 
ETF F, R(X, WH) 和 O, Y) 为 一 致 空间 ,又 设 G 带 有 在 的 子 集 族 .x 的 
元 上 一 致 收敛 的 一 致 结构 , 则 从 X 到 G 内 的 计 值 映射 为 连续 , 假如 .的 每 
一 个 元 为 同等 连续 , 又 计 值 映射 为 一 致 连续 , Be 的 每 一 个 元 为 一 致 同等 
连续 ， 


J k 空间 的 子 空间 :乘积 空间 和 商 空间 

(a) 存在 Tychonoff 空间 它 不 是 和 空间 , 且 每 一 个 Tychonoff ZER 
入 到 某 个 紧 Hausdorff 空间 内 ,由 此 可 推出 并 不 是 《空间 的 每 一 个 子 空间 祁 
M29 k ZEL. 〈 见 问题 2.E 的 例 .) 

(b) 不 可 数 多 个 实 直线 的 乘积 不 是 空间 。 GE 4 为 由 所 有 这 样 的 元 * 
所 组 成 的 该 乘积 的 子 集 ， 它 使 得 对 某 个 非 负 整数 #, 除 在 一 个 至 多 zz 个 指标 
的 集 外 ，x 的 每 一 个 坐标 等 于 x, 并 且 在 该 集 上 zx 的 坐标 为 零 , 则 4 不 是 闭 
集 , 但 对 每 一 个 紧 集 C，4ANC 为 紧 集 ,) 

(c) 设 X 为 * 空间 ，R 为 Xx 上 的 等 价 关系 ， 并 且 X/R HARB. B 
X/R 为 Hausdorff 空间 , 则 它 也 为 《空间 。 


K 拓扑 的 扩张 
设 (X, F) 为 Hausdorff 空间 , 则 的 扩张 定义 为 所 有 使 得 :对 每 一 


WEB C, UNC 为 C 中 的 开 集 的 xX 的 子 集 上 组 成 的 族 (等 价 地 有 ,4 为 ， 


J, 闭 集 当 且 仅 当 对 每 一 个 RRC, ANCAT RR). 

(a) ÆC 为 Xx 的 F RTR MI 关于 < 的 相对 拓扑 与 7 的 相对 拓扑 相 
同 。 因 此 集 为 了 紧 集 当 且 仅 当 它 为 74 RE. 

(b) 空间 (X, Fa) AR 空间 . 

(c) X ERARO 7, 连续 当 且 仅 当 它 在 xX 的 每 一 个 紧 子 集 上 为 了 连 


(d) Hoth Fe 为 在 紧 集 上 与 了 相同 (在 对 紧 集 的 相对 拓扑 与 的 相对 扼 
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L 齐 - 连 续 性 的 刻 划 

从 拓扑 空间 xX 到 拓扑 空间 Y 的 函数 族 F 为 齐 -连续 当 且 仅 当 对 fxXX 中 
每 一 个 使 得 {rns nE DRKAT t HE {fa(*)，n&€ D) 收敛 于 ”的 网 {Cs 
xz) nE D} 有 {faltas nE D) KRAF”, 


M “连续 收敛 

设 F 为 从 空间 X 到 空间 Y 的 连续 函数 族 .网 (ho nE D) 叫做 连续 收 全 
于 下 的 元 当 且 仅 当 {m MED} 为 收敛 于 点 * 的 x 中 的 网 时 有 Ce), 
nE D} WKF f(x). | 

(a) F 的 拓扑 2 为 联合 连续 当 且 仅 当 对 中 的 网 ,只 要 它 了 收 敏 于 元 
则 也 连续 收敛 于 f. 

(b) 车 中 的 序列 关于 紧 开 拓扑 收敛 于 1, 则 它 连续 收 敏 于 / 

(c) 假设 满足 第 一 可 数 性 公理 , 又 假设 带 有 紧 开 拓扑 的 上 也 满足 该 
公理 ， 则 多 为 联合 连续 并 且 F 中 的 序列 多 收敛 于 元 1 当 且 仅 当 它 连续 收 全 
Ff, | 


N PEM SaaS 

设 X 为 实 线性 赋 范 空间 , X* HEAPS WIAA X 上 的 实 值 连续 线 
性 函数 的 空间 .定义 X* 的 范 数 拓扑 为 :| 州 = sup{ C): dell <1}. 又 称 X* 
的 点 式 收敛 拓扑 为 w* 拓扑 。 另 外 ，X* RTE F 叫做 w* 有 界 当 且 仅 当 对 Xx 
的 每 一 个 元 *, 所 有 f(x*) 的 集 为 有 界 ,其 中 RFF., 

(a) 空间 X* 关 于 w* 拓扑 为 不 完备 ， 除 非 X 上 的 每 一 个 线性 函数 均 为 
连续 . ( 见 问 题 3.W, 假定 有 足够 多 的 X 上 连续 线性 泛 函 可 以 分 离 点 一 一 这 
个 事实 是 Hahn-Banach 定理 的 一 个 推论 ， Banach [1;27].) 

(b) 定理 (Alaoglu), X* 的 单位 球 关 于 w* 拓扑 为 紧 集 ， 因 而 x* 的 每 
一 个 范 数 有 界 的 w* 闭 子 集 为 w* 紧 集 。 (单位 球 为 乘积 x (L—llell, irl]: 
x€X} 中 的 闭 子 集 .) g 

(c) 带 有 w* 拓扑 的 空间 X* 为 仿 紧 ,从 而 为 拓扑 完备 .。( 见 问题 5.Y 和 
问题 6.L. ) | | 

(d) B@X* 的 子 集 F 为 同等 连续 , 则 它 的 t 闭 包 亦 为 同等 连续 。 若 z 为 
同等 连续 ， 则 丰 的 w* 闭 包 为 w* 紧 ， 若 的 w* 闭 包 为 w* 紧 ， 则 F 为 w* 有 
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R, (注意 大 为 同等 连续 当 且 仅 当 它 为 范 数 有 界 .) 

(o) x GERD BSE xX 为 完备 , 则 X* 的 每 一 个 w* 有 界 的 子 集 下 为 
同等 连续 。( 对 集 {z: 对 和 中 的 每 一 个 了 OSY 应 用 问题 6.0(b)， 
或 6.U (a).) 

(E) “x 非 稀疏 "的 假设 不 能 从 《ce) 中 删 去 ，( 考 察 所 有 除 在 一 个 有 限 的 
指标 集 外 皆 为 零 的 实 序列 的 空间 X, 其 范 数 为 lel] = Efla ewh F 
f(x) = nes, WEZI {fay 2€ w} 关于 w* 拓扑 收敛 于 零 。) 

注 ” 这 个 问题 的 主要 结果 多 少 有 点 古典 了 ,并 且 其 中 的 某 些 可 以 明显 地 
推广 到 更 少 限制 的 梢 形 。 然 而 , 与 (4) 和 (Ce) 相等 价 的 结果 却 不 对 任意 的 完 
备 线性 拓扑 空间 都 成 立 。 与 (七 相 联系 的 一 个 有 趣 的 事实 是 线性 赋 范 空间 区 
SAD w* 紧 凸 子 集 恒 为 同等 连续 ， 而 它 的 证 明 则 并 不 是 完全 显然 
四 o 


O Tietze 扩张 定理 

(a) 设 革 为 正规 空间 , 4 为 闭 子 集 ,f 为 从 4 到 闭 区 间 [一 1 1 的 连续 
函数 , 则 .f 有 一 个 连续 扩张 2p CRXB(-1,1 AN. Gk C= fe: fH 
—1/3}, Dm {xs {(x)=1/3}, Wey Urysohn 引 理 有 从 X 到 [一 1/3, 1/3] 
Mh eB 在 C 上 为 一 1/3,， 在 D 上 为 1/3.。 BR, 对 4 中 的 一 切 x 有 
C=) = AC) e273. 同样 的 论证 也 可 以 应 用 于 函数 ff) 


注 Dugundji!?}, Dowkert*! 和 和 Hannaert? 已 经 证 明了 Tietze 定理 的 一 
; 些 有 趣 的 推广 . 


8 ”关于 CCX) 的 线性 子 空 间 的 稠密 性 引 理 
设 X 为 拓扑 空间 ,又 设 C(X) 为 X* 上 的 所 有 有 界 连续 实 值 函 数 的 空间 ,并 
, 且 C(X) 带 有 一 致 收敛 拓扑 (等 价 地 ,， CCX) 关于 | = sup{|A(x)|: x*EX} 为 
MUGS). BCX) 的 于 集 工 为 具有 两 集 性 质 当 且 仅 当 对 xX 的 互 不 相交 
FRAM E, 以 及 每 一 个 闭 区 间 la, 4], E LRA T FEE TR XE 
[26] 内 ,并 且 1 在 4 上 为 4, 在 8B 上 为 6, 则 C(x) 的 每 一 个 具有 两 集 性 质 的 
线性 于 空间 在 C(X) 中 稠密 。( 设 e 为 C(X) 的 一 个 任意 的 元 并 且 dist(e, L) 


1) 这 个 定理 之 所 以 在 此 处 出 现 是 因为 它 的 汪 明 需 要 连续 函数 的 一 致 极限 仍 为 连 
续 函 数 的 事实 .必须 老实 承认 ,在 以 前 各 章 中 已 经 有 三 个 问题 其 中 用 到 了 这 一 
个 事实 . | z | 
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>0, LHH A Ble 一 AMET dis(e, L), Bk =e — h, 则 dist(k 
L) = dine L) 并 且 (kl WETE. 证 明 存在 上 的 元 1 使 得 疏 一 州 < 
2141/3.) 


Q AT Banach RRM PHSB”. 

3: (或 复 ) Banach 代数 是 指 实 (RA) 数 上 的 一 个 这 样 的 代数 .4, 它 带 
有 一 个 范 数 使 得 4 为 完备 线性 赋 范 空间 并 且 乘 法 满足 条 件 : lels lil. 
《借助 于 通常 的 算 子 范 数 ,代数 4 可 以 奢 成 是 具有 这 样 的 结合 乘法 的 Banach 

空间 , 它 使 得 关于 确定 的 元 * 的 左 乘 为 范 数 至 多 ||*| 的 线性 算 子 .) ATER 
定 4 为 一 个 确定 的 ( 实 或 复 ) Banach 代数 . 

从 DD 到 线性 赋 范 空间 的 函数 /叫做 绝对 可 和 当 且 仅 当 > {A 
"E D} FE. 

(a) 4 中 每 一 个 绝对 可 和 国 数 为 可 和 Edta, nE w} 和 {ymy mE w) 为 
绝对 可 和 , 则 {tuyn (m2)€ wxw) 也 为 绝对 可 和 并 有 
rn PE OPS Lymer ME w) = Slams (mn)E WXw}, (这 个 结果 
的 有 效 性 号 在 于 最 后 一 个 和 式 可 通过 任意 方式 归并 被 加 数 来 加 以 计算 . TL 
问题 6.5.) 

(b) jae A (1 —2)'? 关于 上 =0 的 展开 式 中 的 第 ”个 二 项 式 系 数 ， 
则 so 天 1 并 且 a HAH AEN, Dla: zsEo 一 0 HH Baspa: 
nEw Hase} Ii, 一 1 和 0 分 别 当 p ==0,p= 二 1 和 p>>1 时 。( 交 替 地 ， 
我 们 可 以 递 推 地 定义 mm 使 得 所 陈述 的 最 后 一 个 关系 式 成 立 。 在 证 明了 当 =” 
为 正 时 m <0 之 后 ,注意 部 分 和 Dae": a<p} 关于 = 单调 下 降 ， FRF o < < 
t<i, 因而 也 对 1 二 1, A0 一切: 为 下 界 。) 

“(<) 车 该 代数 有 单位 元 <, HA jix 一 韦 <1， 则 有 此 代数 的 元 y》 使 得 
y =x, BA, y 可 以 取 为 Ehau 一 *)": new), 其 中 a 如 同 (b) idles 
MH. (这 里 假定 L =u, 元 y 也 可 以 写成 vy = Dla [(* — r)" — u]: 
Si} 的 形式 。 在 这 种 形式 下 ， 显然 ?是 > 的 多 项 的 要 并 有 这 上 
还 可 以 取 成 没有 常数 项 ，) 

注 显然 通过 上 面 所 述 的 方法 还 可 以 得 到 许多 事实 (例如 ， 若 lal<1, 
M 二 {x": x€E w} 为 w 一 x HRE). EF Banach 代数 的 系统 讨论 见 

1) 这 个 命题 在 此 处 给 出 ， 本 质 上 是 作为 Stone-Weierstrass 定理 的 一 种 准备 ， 然 
而 ,该 引 理 对 更 一 般 的 情况 也 有 某 些 重 要 性 ,因此 ,我 们 就 任意 Banach 代数 的 
HF KK DL BK. 
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Loomis [2] 和 Hille [1], 


R Stone—Weierstrass 定理 

(a) 设 X 为 紧 拓扑 室 间 ，Cc(X) 为 所 有 X 上 连续 实 值 函数 的 代数 并 且 
C(X) MARR. iff = sup{|f(x)|: x€ xX}， 则 CC(X) 的 子 代数 RR 在 CCX) 
HAS. 假如 它 具有 两 点 性 质 ， 对 X 的 不 同 的 点 * 和 y, 以 及 每 一 对 实数 。 
Ais, 有 R 中 的 f 使 得 f(x) 一 a。 并且 1(y) 一 5. 

特别 , R 为 稠密 ,假如 常数 函数 属于 R 并且 有 分离 点 (在 从 * 关 ”可 推出 
ERA RPH f 使 得 f(x) 关 1(y) 的 意义 下 ). 

它 的 证 明 是 通过 如 下 的 一 系列 引 理 完成 的 . 

G) HIER WH ME ROAR HH |1|(x) = 100. GP 
平方 根 并 利用 问题 7.P.) 

Gi) 车 1 Me 属于 某 个 子 代数 ， 则 maxfyj, g] 和 - min[1, 2] 属于 该 子 
代数 的 闭 包 。 (这 里 max[f, g](x) = max[f(x), g(x*)]. 注意 max [4,6] = 
[Ca + 4) + |a — 81]/2 WR min[a, b] = [(a@ + b) — |a — b| ]/2.) 

Gii) 车 子 代数 具有 两 点 性 质 ，/€ CC(X), xEX HA e>0， 则 有 R- 中 
的 8 使 得 g(x) = f(x) HA ely) <f(y) te 对 X 中 的 一 切 y 成 立 ，( 利 用 
x 的 紧 性 , 取 一 个 适当 选择 的 有 限 的 函数 族 的 最 小 值 .) 

该 定理 现在 通过 取 一 个 适当 选择 的 有 限 的 函数 族 的 最 大 值 从 《ii) 即 可 
HH. . | | 
(>) BX 为 拓扑 空间 并 且 所 有 x LAE RK C(x) 给 定 在 紧 
集 上 一 致 收 化 的 拓扑 ， 则 CC(X) 的 每 一 个 具有 两 点 性 质 的 子 代 数 在 CCX) 中 
ME. 

$O EEA, 这 是 CC(X) 的 最 有 用 的 已 知 结果 .但 关于 复 值 函数 相应 
的 定理 是 不 成 立 的 〈 例 如 ， 考 虑 在 单位 圆 域 上 连续 并 且 在 其 内 部 解析 的 函 
数 )。 至 于 更 详细 的 讨论 见 M. H. Stone [5], 


S CCX) © 

在 整个 问题 中 设 X,Y 和 Zz 为 紧 Hausdorff 空间 , CCX), C(Y) 和 CCZ) 
SHA X,Y MZ 上 的 一 切 连续 实 值 函数 的 代数 又 代数 的 实 同 态 是 指 到 实 
AREAK. 

(a) 对 每 一 个 从 X 到 Y 的 连续 函数 FE > 命 F* 为 由 F*(4) = hoF 所 定义 
的 从 CY) 到 C(X) 内 的 诱导 映射 ,其 中 4 属于 cy), ll 
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Ci) F* AM CCY) By c(X) 内 的 同 态 . 

Gi) FRR XZ)y 上 当 且 仅 当 F* 为 从 CY) 到 CCX) 的 一 个 包含 单位 元 
的 子 代数 上 的 同 构 ， 

(iii) F 为 一 对 一 当 且 仅 当 F* p C(Y) 到 C(X) E. 

Gv) 若 6 为 从 Y 到 2 内 的 连续 映射, 则 (GoF)* = F*oG*, 

(O) AFAMX BY 上 的 拓扑 映射 ,; 则 (FT)* = CF*)™, 

(b) C(X) 的 拓扑 由 它 的 代数 运算 所 完全 决定 。 更 详细 地 说 :假设 当 
f 一 g 为 C(X) 的 某 个 元 的 平方 时 命 1 宇 g, Li lfl — int{k; —ke<p<ku}, 
其 中 zx 为 恒 等 于 1 的 函数 ， 那 未 当 $ 为 C(X) 的 实 同 态 时 有 eI FH 
且 除 中 为 恒 等 于 零 的 情形 外 有 blu) = 1, 

(c) 设 5 为 所 有 使 得 p) = 1 的 C(X) 的 实 同 态 $ 组 成 的 集 并 且 具 
FARKI MIZE AM X Sy S 内 的 计 值 映射 ( 即 EC) CF) = 1(x))， 则 
EAMX iS 上 的 拓扑 映射 。 (证 明 S 为 紧 ， 利 用 Stonc—Weierstrass 定理 来 
证 明 从 CCX) 到 ce(s) 内 的 计 值 映射 DD 为 从 CCX) BI C(S) 上 的 同 构 , 再 证 明 
E* = 了 D-:， 并 且 利 用 (a).) 

(d) 空间 XxX 为 可 度量 化 当 且 仅 当 CX) 为 可 分 。〈 这 个 结果 在 该 问题 的 
其 余部 分 中 用 不 到 ;可 以 作为 应 用 (c) 的 一 个 简单 练习 而 给 出 .) 

(e) BHAM CO) 到 C(x) MR, CE CY) 的 单位 元 为 C(X) 的 单 
位 元 ; 则 有 唯一 的 从 X 到 Y 内 的 连续 映射 F 使 得 五 = F*. (该 同 态 诱导 了 
从 所 有 CCX) 上 的 实 同 态 的 集 到 所 有 CO) 上 的 实 同 态 的 集 内 的 一 个 映射 .) 

(E) JE RAS nE R 的 C(X) 的 闭 子 代数 ， 又 设 下 为 由 F(x); = 1(x) 
所 定义 的 从 X 到 x{f[X]; FER} 内 的 映射 ,再 设 Y 为 下 的 值 域 , 则 尺 为 所 诱 
导 的 从 c(Y) 到 C(X) 内 的 同 构 F* 的 值 域 . 

(g) 1A CCX) 内 的 闭 理 想 , 又 设 Z = {x*: 对 /中 的 所 有 及 *)= 
0}, WW 为 所 有 在 Zz LBBB CX) 的 元 的 集 。 CAZABR, WA! 
的 一 个 元 , 它 不 在 任何 点 上 为 零 , 因而 有 逆 。 考察 子 代数 C + 1, Ripe 为 所 
有 常数 函数 的 集 。 因 为 zZ 为 非 空 ，C 十 了 为 闭 , 故 ( 可 以 应 用 .) 

注 KF C(X) 的 构造 已 经 相当 的 清楚 。 更 进一步 的 情况 和 文献 在 5， 
B. Myers) 关于 该 论题 的 一 篇 评论 性 文章 中 给 出 。 也 可 参阅 Hewit [2]. 

上 述 问 题 中 所 略 述 的 处 理 方法 不 是 仅 可 能 的 一 种 方法 一 一 从 那些 基本 
BES (Stone-Weierstrass 定理 ，Tychonotff 乘积 定理 和 Tietze PH) 我 们 可 
用 不 同方 法 来 导出 所 期 望 的 结果 。 然 而 * 上 面 所 用 的 方法 部 分 地 可 腹 成 是 一 
种 一 般 方法 的 例子 。 即 对 某 个 对 象 的 类 的 每 一 个 元 〈 在 现在 的 情况 下 是 紧 
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Hausdorff 空间 X) 相应 有 另 一 个 对 象 (在 现在 的 情况 下 是 Banach 代数 
C(X)), 而且 对 原始 对 象 的 一 个 特殊 的 映射 类 的 每 一 个 元 〈 在 所 述 的 情况 下 
是 连续 映射 ) 确定 了 一 个 满足 某 些 条 件 〈 例 如 (2) 的 (iv) 和 (v)) 的 诱导 映 
射 ， 在 这 种 情况 下 ， 诱 导 映 射 与 导出 它 的 映射 反 向 一 一 如 此 的 对 应 叫做 反 
变 。 又 Tychonoff 空间 的 Stone-Cech 紧 扩 张 与 其 明显 的 诱导 肌 射 给 出 了 诱 
导 映 射 与 原始 映射 同 向 的 一 个 例子 一 个 协 变 的 对 应 。 

这 种 一 般 方法 的 研究 ,已 经 由 Eilenberg 和 Steenrod’ 最 成 功 地 用 于 它 
们 的 同调 理论 的 公理 化 处 理 . 而 该 方法 本 身 首 先 由 Filenberg 和 Maclane 所 
研究 。 如 果 对 象 与 映射 理论 的 研究 称 作 银河 系 范 国 的 , 那 按 此 类 比 , 拓扑 空 
间 的 研究 只 能 叫 作 地 球 范 国 的 研究 了 。 


T RORE HARAR 

我 们 自然 试图 按照 将 Tychonoff 空间 嵌 到 它 的 Stone-Cech 紧 扩 张 内 的 
多 少 有 点 相同 的 方法 ,将 拓扑 群 映 成 紧 拓 扑 群 的 稠密 子 群 .一 般 地 说 ,拓扑 地 
嵌入 是 不 可 能 的 一 一 拓扑 并 且 同 构 地 菊 到 每 一 个 Hausdorff 群 内 的 完备 群 
在 其 内 必 为 闭 。 然 而 ,我们 仍然 可 以 得 到 许多 有 趣 的 结果 ; 下 面 来 作 一 个 简 
单 的 介绍 。 它 的 进一步 发 展 ,是 由 如 下 事实 所 推动 : HO HMRI CHE 
群 召 内 的 连续 同 态 , g 为 H 上 的 连续 实 值 函 数 ， 则 go9 具有 所 有 左 位 移 的 集 
(关于 一 致 收 化 的 一 致 结构 ) 为 全 有 界 的 性 质 . 

在 整个 问题 中 ,假定 6 为 确定 的 拓扑 群 。 对 群 G 上 的 每 一 个 有 界 实 信函 
MAG 中 的 每 一 个 *, 定义 f 关于 * 的 左 平移 LOA: LANG) = f(x 
»)， 又 所 有 有 界 实 值 函数 的 函数 空间 关于 dG, e) = sop{11(x) — g(*)|: 
xE X} 为 可 度量 化 ,并且 我 们 定义 函数 的 左 轨道 Xi 为 所 有 i 的 左 平移 的 
集 关 于 度量 拓扑 的 闭 包 。 再 定义 1 为 左 殉 局 期 当 且 仅 当 Xi AER, 

设 4 为 所 有 G 上 连续 左 殖 局 期 函数 的 集 ， 则 对 G 中 的 每 一 个 *, 左 平移 

Le BRA ZAP. 我 们 以 点 式 收敛 来 拓扑 化 所 有 从 4 到 4 内 的 映射 的 空间 ， 
并 且 命 a[6] 为 所 有 左 平移 的 集 关 于 该 拓扑 的 闭 包 . 

(a) BIM, 设 (X, 4) 为 紧 度 量 空 间 , K 为 所 有 从 和 到 它 自 己 内 的 等 距 
映射 (关于 合成 ) 的 群 ， 则 在 X 上 一 致 收敛 的 拓扑 (对 K) 为 度量 : 2*(R， 
S) = sup{d(R(z), S(x)): x€ X} 的 拓扑 并 且 即 为 在 X 上 点 式 收敛 的 拓扑 
又 群 玉 关于 该 拓扑 为 紧 拓 扑 群 . 

(o) a[G] XE. (注意 a[Glc x{xs: 1€ 分 .) 

(c) x[c] 的 每 一 个 元 为 变 每 一 个 左 轨道 Xf 到 它 自 己 上 的 等 距 映 射 。 
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又 从 =[c] 到 乘积 空间 x{&1: FE 4} 内 的 自然 映射 为 拓 扩 同 构 , 其 中 Ky 为 = 
所 有 Xi 的 等 距 映 射 组 成 的 群 。 因 而 a[ 6G] 为 一 个 拓扑 群 。 

(d) 若 4 给 定 在 G 上 点 式 收敛 的 拓扑 并 且 a[G] (44 的 子 集 ) 带 有 所 得 
到 的 乘积 拓扑 , 则 对 于 x[c], 这 两 种 拓扑 相同 。 因 而 , 在 stc] 中 ROR 当 
且 仅 当 对 4 中 的 所 有 f 和 6 中 的 所 有 A Rs(f) (*) RF) (4). 

(e) 变 G 的 元 * 为 Lx 的 从 6G 到 a[G] 内 的 映射 L 为 连续 同 态 .对 于 G, 
使 得 工 为 连续 的 最 小 拓扑 与 使 得 4 的 每 一 个 元 1 为 连续 的 最 小 拓扑 相同 . 
(cf[c] 也 可 以 描述 为 Gmod 所 有 用 4 的 元 都 不 能 分 离 单 位 元 的 G 的 元 组 成 
的 子 群 所 生成 的 商 群 ,关于 使 得 4 中 的 每 一 个 了 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 

完备 扩张 .) 

(£) Aen x[G] 上 的 连续 实 苞 数 ， 则 gcLE 4。 RH 1€ 4 并 且 定 义 
a[G] FRR e % a(R) = R (I)e), W} = gL HH: 为 连续 。 于 是 
所 有 «a[G] 上 的 连续 实 函 数 的 族 等 距 (并 且 同 构 ) 于 4. 

(g) 若 $ 为 从 G 到 紧 拓 扑 群 鼠 内 的 连续 辣 态 , WHAM <[c] 到 石 内 的 连 
续 同 态 9 使 得 p = OL, (更 一 般 地 ， 对 于 已， 任意 的 同 态 都 诱导 了 从 
x[G] Fj alH] 内 的 自然 同 态 8 使 得 9oL = Lop, 见 “的 定义 。 ) 

上 述 这 些 结果 有 许多 明显 的 系 ; 例如 函数 为 左 周期 当 且 仅 尖 它 为 右 周 
HARK 4 为 同 构 于 所 有 紧 群 <[ c] 上 连续 函数 的 代数 的 Banach 代数 . 

(h) 术语 “至 周期 ”是 从 类 4 的 一 种 另外 的 描述 导出 的 。 我 们 称 6 的 元 
* 为 实 函数 i 的 左 。 周期 当 且 仅 当 对 所 有 G 中 的 有 ey) — Hy) | <e, 
命 A, 为 连续 函数 1 的 所 有 左 < < 周期 的 集 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(i) EA G BURR HARI AS @ FH EN E R S ORB A A g= 
hog; | 

Gi) f 的 所 有 左 平移 的 集 关 于 一 致 收敛 的 一 致 结构 为 全 有 界 ; 

Gii) 对 每 一 个 正 数 。 有 G 的 有 限 子 集 3 使 得 G = BA, 

(注意 到 [LN —L(A(@i<e 对 所 有 z 成 立 当 且 仅 当 yr HE 
e 周期 , 即 可 曾 明 (ii) -5 (iii) 之 闻 的 联系 。) 

È 上 述 结果 最 早 属于 Weil, 而 (h) 的 《ii) 5 Gii) 的 等 价 性 则 是 
Bochner 的 一 个 经 典 定理 ，Loomis"?1 也 研究 了 和 殖 周期 函数 ,他 先 证 明 群 上 的 
所 有 左 殖 周 期 函数 的 集 满足 刻 划 函数 组 成 的 Banach 代数 的 特征 的 条 件 ， 然 
后 再 定义 a[G] 为 该 Banach 代数 的 一 切实 同 态 的 集 . 

命题 (a) 提出 了 怎样 拓扑 化 一 个 同 胚 群 使 之 成 为 拓扑 群 的 一 般 问 题 . 
关于 该 方向 的 结果 和 文献 参看 Arens[3] 与 Dieudonné[4]。 ` 
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附录 初等 集 论 


本 附录 集中 研究 初等 集 论 。 同时 构造 了 序数 和 基数 ， 而 且 大 
多 数 常用 定理 都 给 出 了 证 明 . 此 外 还 定义 了 非 负 整数 ， 并 把 
Peano 公设 当 作 定 理 给 予 了 证 明 . 

我 们 假定 读者 知晓 初等 逻辑 的 一 些 实用 知识 ， 但 并 不 必要 熟 
KERZE. 无论 如 何 ， 对 数学 体系 本 质 的 理解 〈 在 技术 的 意义 
下 ) 有 助 于 弄 清 和 推进 某 些 研讨 。 Tarski 在 [1] 中 高 超 的 解释 很 
清晰 地 描述 了 这 样 的 体系 , 至 于 一 般 的 背景 ,我 们 推荐 上 文 . 

本 文集 论 的 这 种 叙述 方法 可 以 毫 不 困难 地 翻译 成 一 种 完全 形 
式 的 语言 "， 为 了 便于 形式 的 或 者 非 形式 的 处 理 ,我 们 把 材料 分 成 
两 部 分 ， 第 二 部 分 实质 上 是 第 一 部 分 精确 的 重 述 。 因此 可 以 把 
它 删 去 而 不 会 损害 连贯 性 。 我 们 采用 的 公理 体系 是 Skolem 和 
A. P. Morse 体系 的 变形 ， 且 更 接近 于 由 Godel 所 系统 叙述 的 
_Hilbert- Bernays-von Neumans (KA. 这 里 采用 的 公理 化 是 用 来 迅 
速 而 又 自然 地 给 出 一 个 数学 基础 ， 其 中 摆 陪 了 较 明 显 的 悖 论 ， 由 
于 这 种 缘故 ;有 限 的 公理 体系 被 遗弃 ,而 把 整个 理论 建筑 在 八 个 公 
理 和 一 个 公理 图 式 之 上 ?, (也 就 是 说 ， 在 某 种 指定 的 形式 下 的 一 
切 语 句 都 被 认 作 公理 .) . 


1) 也 就 是 说 ,这 些 定理 用 逻辑 常 项 、 逻辑 变 元 和 体系 常 项 的 术语 来 叙述 是 可 能 的 ， 
并 且 这 些 证 明 可 以 借助 于 推论 的 规则 由 公理 推出 . 当然 在 展开 这 种 理论 时 ， 需 
要 有 形式 还 辑 的 基础 知识 ， 我 曾 在 这 种 形式 理论 的 课程 中 ,《〈 本 质地 7 使 用 了 
Quine 的 逻辑 元 公理 [1]， 

2) 实际 上 ,用 作 定 义 的 公理 图 式 也 假定 为 不 含 明 显 的 语句 , 即 某 种 形式 的 语句 , 它 
们 涉及 一 个 新 的 常 项 ,等 价 关 系 或 恒 同 关系 的 常 项 ,它们 可 认 作 定义 * 或 恰恰 一 
样 地 也 可 以 认 作 定理 ， 这 种 公理 图 式 在 下 面 的 意义 上 ， 可 以 认为 是 合理 的 ， 即 
若 定义 与 规定 的 法 则 一 致 ， 则 理论 中 就 不 会 产生 新 的 矛盾 ， 也 不 会 有 实质 上 新 
的 推 沦 "而 这 些 结果 都 是 属于 S. Lesnicwski 的 . 
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把 许多 命题 作为 定理 来 叙述 是 很 方便 的 。 实质 上 ， 它 们 都 是 
所 期 望 结果 的 预备 知识 .这 样 作 虽然 搞 乱 了 定理 与 命题 ,但 它 容许 ， 
省 上 略 许 多 证 明和 简 缩 另 一 些 证 明 。 大 多 数 这 样 的 做 法 从 定义 与 定 
理 的 陈述 看 来 是 较 明 显 的 . 


分 类 公理 图 式 


相等 恒 用 在 滩 辑 上 恒 等 的 意义 之 下 ; “1 十 1 一 2” B+” 
与 “2 "是 同一 事物 的 两 个 名 字 。 除了 通常 的 相等 公理 外 ， 还 要 假 
设 一 个 代 换 规则 : 特别 在 一 个 定理 中 ，、 用 一 个 对 象 代替 与 它 相等 
的 对 象 ,结果 仍 是 一 个 定理 . 

除了 “一 ”与 其 它 涩 辑 常 项 之 外 , 还 有 两 个 基本 的 常 项 (未定 
义 )， 第 一 个 是 <“e ”, 它 读 作 “ 是 … 的 一 个 元 ”, 或 者 “属于 ”. 第 二 
MOA ATE, 它 被 写成 “{.…: .……}” 并 读 作 “{ 所 有 -的 集合 
得 …}”。 所 以 它 是 分 类 。 一 个 关于 术语 “类 ”的 应 用 的 注解 可 以 
搞 清 许多 事情 , 这 个 术语 不 在 任何 公理 ,定义 或 定理 中 出 现 , 但 这 
些 语句 的 最 初 解 释 " 都 是 关于 类 ( 集 系 , 集 族 ) 的 结论 ， 因 此 “类 ”这 
个 术语 用 在 提出 这 种 解释 的 讨论 中 . 

小 写 拉丁 字母 都 是 (水 辑 上 的 ) 变 元 、- 个 常 项 与 一 个 变 元 之 
间 的 差别 完全 表现 在 代 换 律 中 。 例如 , 在 一 个 定理 中 用 其 它 不 出 
现在 该 定理 里 的 变 元 来 替换 一 个 变 元 其 结果 仍 是 一 个 定理 ， 但 是 
对 于 常 项 就 没有 这 样 的 替换 存在 . 

I ibook 对 于 每 个 * 与 ,x 一 y 成 立 之 充分 必要 条 件 


s # e 6 


"ERI SSIES He OO EE— 元 , 也 是 另 一 个 的 元 . 
我 们 在 定义 或 定理 的 叙述 中 常常 省 略 “ 对 于 每 个 x” 或 者 “对 于 每 


1) 或 许 用 别 的 解释 方法 也 是 可 能 的 ， 

2》 有 人 曾 尝试 用 此 作为 相等 的 定义 ， 从 而 三 去 一 条 公理 ， 省 略 所 有 关于 相等 的 水 
辑 前 提 , 这 是 完全 可 以 办 到 的 . 但 是 , 对 于 等 式 , 这 时 再 由 没有 无 限制 的 代 换 规 
则 了 。 且 必须 假设 一 条 公理 : 若 rez, y= x, W yez. 
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个 和 如 果 一 个 变 元 ,比如 说 “x” 出 现时 且 前 面 没有 “对 于 每 个 +” 
或 者 “对 于 某 一 x” 的 字样 ,我 们 就 理解 有 关 的 定义 与 定理 是 对 “每 
一 个 + 的 ”. 

” ”最初 的 定义 给 那些 仍 为 某 些 类 元 的 类 起 了 一 个 特殊 的 名 字 . 
为 什么 要 区 别 这 两 种 类 的 理由 ,将 在 稍 后 来 讨论 . 

IEX *ATRAERANTHRT vy rey. . 

下 面 的 任务 是 描述 这 种 分 类 的 用 处 、 在 分 类 常 项 的 括号 中 
第 一 个 位 置 由 变 元 占据 , 第 二 个 位 置 由 一 个 公式 占据 ,例如 {x: 

xe y} RPE we {x: sey) HRH u 是 一 外 集 间 时 w€y 当 作 

公理 来 接受 ， 更 一 般 地 ， 把 每 个 下 面 形式 的 说 法 都 假定 为 一 个 公 
. 理 : we fx aes} 当 且 仅 当 ** 是 一 个 集 并 且 -…w.…。 这 里 
被 假定 为 一 个 公式 ， 而 ”ax “被 假定 为 每 个 <x ”出 
现 处 用 "zx* 来 代 蔡 时 所 得 之 公式 。 于 是 ne {x: rey H zer} 当 
ELEL 是 一 个 集 并 且 uE y Fz € x, 

这 种 公理 图 式 除了 要 求 “ 是 一 个 集 ” 外 , 恰恰 是 通常 的 类 的 
:直观 上 的 构造 。 这 种 要 求 显然 很 不 自然 , 并 且 在 直观 上 也 是 十 分 
难 达 到 的 ， 然而 没有 它 , 单 在 外 延 公理 的 基础 上 就 可 造 出 一 个 巴 
! 盾 来 .( 参 看 定理 39 和 它 前 面 的 讨论 . ) 这 种 复杂 化 ( 它 在 论证 集 的 
存在 性 大 量 技术 性 的 工作 上 需要 ) 是 为 了 避免 明显 的 矛盾 所 要 付 
出 的 一 点 代价 。 不 过 不 太 明显 的 矛盾 很 可 能 还 存在 . 


分 类 公理 图 式 ( 续 ) 


分 类 公理 图 式 的 严格 论述 要 用 一 种 公式 的 描述 法 , 而 它 适 


' 1 
co 


1) 这 种 迁 角 的 语言 偏偏 是 需要 的 .我 们 遵循 命名 利用 引号 的 规定 ,例如 “Bosten” 
是 Bosten 的 名 字 , 如 果 .xf 为 一 公式 同时 多 为 一 公式 , 则 “zf 站 多 ”不 是 一 个 
公式 ,例如 ， 如 果 .x 为 “x = y” 同 时 多 为 “y = 2, 则 “xz = yoy 一 2” 不 是 
一 个 公式 . 公式 (例如 “x =) REAIS, RE Ag” 我 们 想 要 讨论 的 
是 在 “c->8> 中 用 .xx 代替 “wx> 和 用 B RE e 所 得 的 结果 。 这 种 迁 通 曲折 的 
说 法 能 用 Quine 的 角 规定 所 避免 
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(a) 对 于 下 面 的 每 一 个 用 变 元 替换 “o" 与 “8 ”所 得 的 结果 是 

一 个 公式 ， 
a= p; a Ep. 

b) 对 于 下 面 的 每 一 个 用 变 元 替换 “ea” 与 “68” 和 用 公式 替换 
“4” 与 “8” 所 得 的 结果 是 一 公式 . 

如 果 A, N B; A 当 且 仪 当 B; AAR; 

A55 B; ARE B; 

对 于 每 一 个 a, A; HTE a, A; 

PE {a:4}; {a:4} Ep; {a: A} € {8: B}. 

从 (a) 中 的 原始 公式 开始 , 按 (b) 中 所 允许 的 构造 ， 递归 地 构 
造 出 来 的 东西 叫 公 式 . 

_ 分 类 公理 国 式 TARENTE RR mE pS “a” 5 


tt è se O% o S # Ò s @ ē S G @ @ 
tt ë è O è è @ ——— > g O k @ 


类 的 初等 代数 


| 已 经 叙述 的 公理 使 得 我 们 能 直接 由 形式 逻辑 的 结果 来 推演 许 
多 定理 。 由 于 这 种 演绎 是 简单 易 明 的 , 所 以 仅 只 在 必要 时 才 给 出 

它 的 证 明 . 

2 定义 . Uy 一 {z: z Ex 或 者 ze y}, 

3 定义 .xny 一 {tz: z€x 同时 x € y}. 

类 z*Uy 是 x 与 ?的 并 ,而 xny 是 * 与 ?的 交 . 

4 定理 . 2€xUy SAM eer RE Ey 而 zex 门 7》 当 且 
仪 当 z E x Aif z Ey, 

证 明 . 由 分 类 公理 sexUy 当 且 仅 当 sex 或 者 z Cy 同时 
是 一 个 集 。 但 是 鉴于 集 的 定义 1，zex 或 者 zey。 并 且 为 一 
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个 集 当 且 仅 当 z€ x 或 者 *ey。 类 似 的 论述 可 以 用 来 证 明 关 于 交 
的 相应 结果 .| 

5 定理 .xUxr 一 x 同时 x 人 x = x, 

6 Æ. x Uy 一 yUx AR ey = yx, 

7 Æ, CeUy)Uz =2UGUe) 同时 G@Ny)Ne2e=—2N 
(yz). 

这 些 定理 说 明 并 与 交 在 通常 的 意义 下 是 可 交换 与 可 结合 的 运 
算 ， 而 下 面 是 分 配 律 . 

8 定理 . NOU D= GNUN) 同时 U Gz) 一 
(xUy)N Cr Uz). | 

9 EX. why HAMM rey RK, 

10 定义 .~x = fy: y&x}. 

类 ~ x fe x HOR. 

11 #8. ~(~r) = «x. 

12 定理 (De Morgan). ~ (x Uy) = (~r) NC~y), 同时 ~(x 
Ny) = (~x)U(~y). 

证 明 . 这 两 个 论断 我 们 仅 只 证 头 一 个 。 根 据 分 类 公理 和 余 的 
定义 10, 对 于 每 个 z, z € ~(xUy) 当 且 仅 当 xz 为 一 集 同 时 z6x 
Uy AB. 利用 定理 4, zErUy ÆJ z Ex 或 者 ee y. 因而 
zE ~(x*Uy) 是 指 z 是 一 个 集 同时 che 和 zx 六 7y; 也 就 是 说 xzE ~ 
x 同时 sE ~y 再 利用 定理 4, x € ~(xUy) 当 且 仅 当 zkE(~z) 
人 (~y)， 故 根据 外 延 公 理 推 得 ~~(xUy) = (~r) NC~y). | 

13 定义 . x ~ y= xN (ry). 

类 x ~y 是 + 与 ”之 差 , 或 者 相对 于 * 的 余 . 

14 定理 . NAC ~z) = Ny) ~ zx 

命题 “xU(y ~ z) 二 (xUy) ~ z” 似 平 不 太 可 靠 , 虽 然 在 现 
阶段 举 出 一 个 反例 还 不 可 能 ,稍微 确切 地 讲 , 即 它 在 如 今 已 假定 的 
公理 之 基础 上 是 不 可 能 被 证 明 的 ,可 以 构造 本 体系 的 初始 部 分 的 
D 如 果 常 项 <U ”在 定义 的 开头 出 现 ,在 那里 将 无 需 用 括号 ; 即 用 Ury KAHU 

y2?。 在 这 种 情况 下 ,定理 的 第 一 部 分 将 要 读 成 : U Uxyz = UxUys. 
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一 个 模型 ,使 得 对 于 每 个 x 与 ? 都 有 rsy (不 存在 集 )， 这 个 命题 
的 否定 法 也 能 在 目前 将 要 假定 的 公理 之 基础 上 加 以 证 明 . | 

15 定义 .0 = {x: x & x}. 

类 0 BH, REF. 

16 定理 . xr & 0, 

17 定理 . 0Ux 一 x 同时 0 Nx = 0, 

18 EX. 2 |= {x: x= xh, 

类 U 是 全 域 . 

19 PM ra 当 且 仅 当 = 是 一 个 集 ， 

20 定理 . r UZ =X 同时 NK = x, 

21 定理 . ~0 一 和 AN~@ =0, 

22 ŒX”. Nx = {z; 对 村 每 个 ys wm yEr, 则 z€y}, 

23 定义. Ur 二 1z: 对 于 某 一 y，z €y 同时 y € x}. 

类 有 xz 是 x 的 元 的 交 . 注意 fx 的 元 均 为 * 的 元 的 元 ,而 它 可 
”以 属于 x, 也 可 以 不 属于 x。 类 Ux 是 x 的 元 的 并 .研究 一 个 集 = 
BTNs (或 者 属于 UU x) EH z z 属于 x 的 每 个 (相应 地 ， 属于 某 一 
4S) * 的 元 . 

24 Z. NO 一 2 同时 Uo = 0. 

we. ze N0 HRA? 为 一 个 集 ， 同时 = 属于 每 一 个 a 
元 ， 由 于 (定理 16) 0 中 不 存在 元 ， 又 ze 00 当 且 仅 当 z 是 一 
集 ， 故 由 定理 19 和 外 延 公 理 N0 =X. 第 一 个 论断 也 是 很 容易 
证 明 的 .| 

25 定义 ,xCy 当 且 仅 当 对 于 每 个 z, 如 果 = Er, 则 zé y。 

一 个 类 x 是 > 的 一 个 于 类 ,或 者 说 被 包含 在 》 中 ， 或 者 说 y 包 
Br SBR «Cy, “CARR e RM. Blan oc o 
但 06 0 不 真 . | | 

26 定理 . 0Cr 同时 LTP. 

27 定理 . =y SERS xCy 后 同时 yCx. 


D 关于 一 个 族 中 元 之 交 的 约 东 变 项 的 记 TERA RE AMEE. 所 以 用 的 记 
号 密 比 本 书 的 其 它 部 分 简单 一 些 ， 


28 定理 . 如 果 ay H yOu, 则 *Cx. 

29 定理 . xCy 当 且 仅 当 zxUy 一 

30 定理 . +Cy SARS Ny =, 

31 定理 . 如 果 «Cy, M UxCUy 同时 NyCNe. 

32 定理 . DOR x € y > WI CUr AN Nyce. 

上 面 的 定义 和 定理 都 经 常 使 用 一 一 但 经 常 没 明 确 的 指出 


集 的 存在 性 


这 一 节 论 及 集 的 存在 性 和 函数 的 构造 的 最 初 几 步 以 及 其 它 集 

eR, 
Z, RE zx, ,网 z € y. meee 

33 定理 . 如 果 * x 是 一 个 集 同时 Cr M te | 

证明， (RAR TRA, WR XE 个 集 存在 ”使 得 : 假定 
zCx， 则 zey. 从 而 由 定义 1z 是 一 个 集 . 《注意 这 个 证 明 并 没 
用 到 子 集 公 理 的 全 部 内 容 , 因 为 论证 并 没有 要 求 y 是 一 个 集 .) 

34 定理 . 0 一 NW 同时 人 U = UM. 

TEA, Bn xe OM x 是 一 个 集 ,同时 由 0 Cr 自 33 推出 0 


是 一 个 集 ， 于 是 0 € 2 同时 介 人 2 的 每 个 元 属于 0， 故 得 知人 


没有 元 ;显然 ( 即 定 理 26)U2U CUM， 如 果 xE WM x 是 一 个 集 
同时 由 子 集 公理 存在 一 个 集 》 使 得 :如果 Cr, M z€y， 特 别 
是 rey, LEAT y€ UM， 从 而 推 得 x€ UM. MUWCUM, 
故 得 等 式 .| : 

35 定理 . 如 果 x 天 0, RONx 是 一 个 集 . 

征明。 如 果 x 关 0, HES y myErr, 但 是 y 是 一 个 集 ， 
从 而 利用 定理 32 知 NxCy。 故 自 定理 33 推出 人 xz 是 一 个 集 .| 

36 定义 . 2° = fy: yOu}. 

37 PM. X 一 2”, 
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证 明 . 每 一 个 2 的 元 是 一 个 集 , 所 以 属于 re. 和 的 每 个 元 
是 一 个 集 并 且 被 包含 在 2 中 (定理 26), 故 属于 2*.| a 

38 定理 . 如 果 * 是 一 个 集 , 则 2* 是 一 个 集 ， 同时 对 每 个 y， 
you 当 且 仅 当 》e 2", | 

值得 注意 的 是 集 的 存在 性 在 目前 已 指明 的 这 些 公理 之 基础 上 
尚 不 能 证 明 的 . 但 是 想 证 明 存 在 一 个 不 是 集 的 类 ， 这 是 可 以 办 
到 的 . 令 R 等 于 {x: r&r) 由 分 类 公理 ,RE R 当 且 仅 当 R& RR 
同时 RR 是 一 个 集 ， 于 是 推 得 不 是 一 个 集 ， 注 意 分 类 公理 如 果 不 
包含 这 “是 一 个 集 ” 的 限制 ; 则 导致 一 个 明显 的 矛盾 结果 : RE R 当 
BHM R&R, HE Russell 证 论 。， 这 个 论证 的 推论 是 YW 不 是 
一 个 集 , 此 因应 用 了 RCO? 和 定理 33. (这 个 正则 性 公理 将 推出 
R = WU; 并 且 这 个 公理 同时 又 提供 了 V 不 是 一 个 集 的 不 同 证 
法 .) 

39 定理 .3v 不 是 一 个 集 . 

40 EX. {x} 一 {z: 如 果 xEQAU, 则 zs 一 x} 

单 点 * 是 {x}. 

这 个 定义 是 技术 上 设计 的 一 个 例子 ， 它 用 起 来 十 分 方便 ， 如 
Rx 是 一 个 集 , 则 {x} 是 一 个 类 ,而 它 仅 只 有 元 x, 然而 ;如果 zx* 不 
是 一 个 集 , 则 {x} 一 UM (这 些 叙 述 是 定理 41 和 43)， 实 际 上 , 兴 
趣 在 于 这 里 的 * 是 一 个 集 的 情况 并且 对 于 这 种 情况 用 较 自然 的 
定义 {z; z 一 *} 可 给 出 同样 的 结果 . AT a a 
BUS av 为 应 用 这 种 运算 到 它 适当 的 范围 之 外 所 得 的 结果 ， 它 
大 大 简化 许多 结果 的 论述 ， 

41 定理 .如 果 * 是 一 个 集 , 则 对 于 每 个 y，y € {x} 当 且 仅 当 
ym x, 

42 定理 . 如 果 * 是 一 个 集 , 则 {x} BTR. 

证 明 . 如 果 x 是 一 个 集 , 则 {x} 己 2*, 又 2* 是 一 个 集 .| 

43 定理 . {x} 一 V HHRH 不 是 一 个 集 . 

A. mE r 是 一 个 集 ， 则 {x] 是 一 个 集 ， 因 币 不 等 于 UW. 
如 果 zx 不 是 一 个 集 , 则 RW 再 由 定义 得 {x} 一 .| 
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44 ER. aR IN r} 一 + 同时 U{x} 一 xz; 如 
Be RET POEUN {r} 一 0 同时 U{x} 一 2 


是 一 个 集 . 

45 EM. {ry} = {xz}U{y}. 

-类 {xy} 是 一 个 无 序 价 。 

46 定理 . 如果 * 是 一 个 集 闻 时 Y 是 一 个 集 , 则 {xy} 是 一 个 
集 ， 同时 2 € {ry} 当 且 仅 当 z 一 x， 或 者 =y; {xy} =O SH 
BY x RAR MERE YELM. 

47 ZI. Re Sy 是 两 个 集 ， 则 Airy} = Ny 同时 
U{xy} T WR REI 不 是 一 个 集 ， Ri Atey} = 0 同时 
U{xy} = 


Ft 偶 : & R 


本 节 集中 研究 序 侦 的 性 质 和 关系 .关于 序 侦 重要 的 性 质 是 定 
理 55， ts 与 ? 均 为 集 , 则 (zx, y) = Cv) SERY z= u jA 
时 y = v, 
48 EX. (x, y) = {{x}{xy}}. 
类 (x, y) 是 一 FF ARS. 


"50 定理 . so iy ok 则 UG, Do N(x; 
y) = {x}, UNC, y) =r, ANC, y) = x, U UC, y) = xUy 
同时 NUC, y) = xfy. : 

mR REYRE TR MUNC y) = 0, NAG y= 
Ql, U(x, y) = X Ait UNC, y) = 0. 

51 定义 . z 的 It Bee = Ne, 

52 定义 .z 的 24 坐标 =(nUz)UCCUUz) ~ UNA. 
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除去 一 种 情况 之 外 ,这 些 定义 仅 被 使 用 在 这 种 情况 下 , 即 这 里 
的 z 是 一 个 序 偶 。 z 的 第 一 个 坐标 是 z AI 坐标 .同时 z 的 第 二 
个 坐标 是 z 的 2" 坐标， 

53 定理 . WU 的 2 坐标 一 2 

54 EE. 如 果 x By ARC, y) 的 1" 坐标 一 x Fel Be} (x5 
y) 的 2"” 坐标 一 》， 如 果 * RY 不 是 一 个 集 ， 则 (x, y) 的 Ist AB 
水 一 2 同时 Cas 9) 的 2 华 标 一 6 

征明。 如 果 x 与 ? 均 为 集 , 则 对 于 l* 坐标 的 等 式 由 定理 50 
和 定义 51 立 得 .对 于 2" 坐标 的 等 式 借助 定理 50 和 定义 52 来 证 明 
y 一 《x 站 y)U((xUy)~x). 容 易 看 出 (xUy)~x 二 y~x, 于 是 利用 
分 配 律 (yx) UCy 人 站 ~x) BF ye ~D =N =y. me x 
或 者 y 不 是 一 个 集 , 则 用 50 计算 《x,y) 的 1" 坐标 和 (x, y) 的 
2" 坐标 是 很 容易 的 .| 

55 定理 . 如 果 x 与 Y 均 为 集 , 闻 时 (x,y) = (av), Ws = u 


TART y = ». 


56 定义 是 一 个 关系 当 且 仅 当 对 于 了 的 每 个 元 = 存在 =， 
与 y 使 得 z = (x, y). 

一 个 关系 是 一 个 类 ， 它 的 元 为 序 偶 . 

57 ŒX. ros = fu: HTT x, ET y 及 某 个 z, n= (x, 
2),(x, y) Es 同时 Cys 2) €r). 

类 ros 是 ?与 的 合成 
某 个 X, 某 个 z, u = (x, z) 同时 …} 相同 , 于 是 ros = {(x, z): 
FERT y, 使 得 (x, y) Esmit (Cy, 2) € +}. 

58 定理 . (ros)of = ro(sor), 

59 定理 . roG Ut) = rosU rot, 同时 roCsf\t) CC (res) NN 
Cree), 

60 EX. rt = {(x, y): (y, 2) €r}. 

如 果 > 是 一 个 关系 ，r: 叫 作 关 于 + SMR, 

61 €. (7) =r, 
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62 €H. (ros) wa EE pol 
ww 数 


直观 上 ,一 个 函数 是 看 作 与 一 个 叫 作 其 图 象 的 序 偶 类 恒 等 的 . 

所 有 函数 均 为 单 值 的 ， 因 而 两 个 不 同 的 序 偶 属 于 同一 个 函数 时 ， 
必需 有 不 同 的 第 一 个 坐标 。 

63 EX. f 是 一 个 函数 当 县 仅 当 了 是 一 个 关系 同时 对 每 个 >、 
每 个 y 和 每 个 Zs 如 果 (x Weft B. (x, z)€f, AY y = z. 
64 定理 .如果 IET RREN E PRRONI jog 也 是 

TAR. 

65 定义 .f 的 定义 域 二 {x: 对 于 某 个 y, (x, y) EF}. 

66 定义 . f 的 值 域 = {y: 对 于 某 个 Xs Cx, y) € f}. 

67 定理 . Z HEX R =X 同时 人 2 BUER = Z. 

证 明 . 如 果 x EB, 则 (x, 0) 与 (0, x) RETU, me BT 
Ql 的 定义 域 和 人 的 值 域 .1 

68 EX. f(x) = Ny: C, y) €f}. 

如 果 z 属于 f 的 每 个 元 之 第 二 个 坐标 ， 而 ft 的 第 一 个 坐标 是 
x, Gl) ze fCx). | 

类 (x) 是 了 在 * 处 的 值 ,或 者 在 f 的 映射 下 * 的 象 ， 所 以 应 
注意 ， 如 果 * 是 f 定义 域 的 一 个 子 集 , 则 f(x) 不 等 于 {y: WH 

个 z,，z Ex 同时 y = f(z)}. | 

69 EH. WR RAE LK, M f(x) Aes WA x € FY 
定义 域 , 则 Fe) € Be. 

O 证明， 如果 RY 的 定义 域 ， 则 {y: C yje =o 同时 
1(x) 一 O CE 24), 如 果 x€f 的 定义 域 ,; 则 {y: Cey) Et) A 
0 同时 (由 定理 35) f(x) 是 一 个 集 .| 

上 面 的 定理 并 没 要 求 f 是 一 个 水 数 . 
70 EH. ORS BT PARP {s ys y= 1x)}. 
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71 定理 9， 如 果 / Se LK Mae MRERERF 
每 个 x, f(x) = g(x). 

下 面 的 两 个 公理 ,进一步 描述 了 所 有 集 的 类 . 

V 代 换 公理 .如果 f 是 一 个 函数 同时 f 的 定义 域 是 一 个 集 ， 
Ky f 的 值 域 是 一 个 集 ， 


VI 合并 公理 。 如果 * 是 一 个 集 , 则 U * 也 是 一 个 集 ， 

72 定义 . x Xy = {Cu, v): uex 同时 v € y}, 

类 x xy 是 * 与 ?的 笛 卡 儿 乘积 . 

73 定理 如果” 与 ? 均 为 集 , 则 {4} X y 也 是 集 . 

TEA, 显然 能 造 一 个 函数 CRN {(w，z): wey H z= (u, 
w)}), 它 的 定义 域 是 7， ERE {u} x y， 于 是 应 用 代 换 公理 得 
证 .| 

?4 Æ. WR r 与 》 均 为 集 , 则 x X y BER. 

EW. 设 f 是 使 得 f 的 定义 域 二 xz 的 函数 ， 同 时 对 于 在 * 中 
AY, fla) 一 {u} X y. 《存在 唯一 的 这 种 函数 ; 即 j= (Ce, z): 
u€x 同时 z= {u} Xy}.) 根据 代 换 公理 , f 的 值 域 是 一 个 集 . 
由 直接 计算 , f 的 值 域 ={z: 对 于 w,u&€ x 同时 z= {u} Xx y}， 从 
而 UC 的 值 域 ) 由 合并 公理 得 知 是 一 个 集 , 并 等 于 x x y.| 

75 Te SRY BPRS 1 DEKRETE 
是 一 个 集 . 

WA. 因为 fC(f 的 定义 域 ) x Cf 的 值 域 ) .| 

76 EX. y 一 (1: BPR, FAVE LR «RR f 
fe Cy}. 


1) WF fC) 被 定义 成 以 * 为 第 一 个 坐标 的 f 之 元 的 第 二 个 坐标 的 并 ,这 个 定理 不 
真 。 因 为 这 时 如 果 y EU H y 间 1 的 定义 域 , 则 fo) 一 0， 而 县 如 果 g 一 fU 
{Cy DO}, WHR x, ex) 二 f(x), GES ASF gz. 

2) 这 两 个 公理 也 可 以 用 一 个 公理 来 代替 : 如 果 f R—TPARAN f 的 定义 域 是 一 
个 集 , 则 UG 的 值 域 ) 是 一 个 集 . 《施用 在 本 节 前 面 已 使 用 过 的 约 东 变 元 记号 ， 
这 便 能 很 自然 地 叙述 成 :如 果 a 是 一 个 集 , 同 时 对 于 每 个 在 4d 中 的 a, x(a) 是 一 
个 集 , 则 U {xCa):a€ d} 是 一 个 集 .) 要 想 愉 上 面 得 到 公理 V 和 公理 VI, 大 体 上 
可 以 如 下 进行 : 关于 公理 V, HEED f, 造 一 个 其 元 形 如 Cx，{fC*)} ) ORB 
数 ， 对 于 公理 VI, 对 给 定 的 x 研究 其 元 都 是 形 如 (sy, oe) 且 * 在 xx 中 的 函数 . 
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77 定理 . 如果 z 与” 均 为 集 , 则 y" 也 是 集 . 

证 明 。 如 果 fEy*， 则 fCx X y,f 是 一 个 集 ， 所 以 fe 27% 
《定理 38) 同时 2**Y 是 一 个 集 。 由 于 y*C2***， 故 从 子 集 公理 堆 
得 y* 是 一 个 集 .| 

为 了 方便 ,进而 给 出 三 个 定义 ， 

78 EN. 1 在 > 上 , 当 且 仅 当 ;为 一 函数 同时 x 一 /的 定义 
域 . 

79 EX. f Ely, 当 且 仅 当 人 f 的 值 域 Cy. 


RO 


本 节 的 许多 结果 在 下 面 展开 整数 、 序 数 与 基数 等 理论 中 是 不 
必要 的 .而 它们 之 所 以 被 包含 在 这 里 是 因为 它们 自身 是 很 有 趣 
的 ,并 且 这 些 方法 是 今后 要 用 到 的 构造 法 的 一 种 简化 形式 . 


由 于 基本 的 构造 性 的 结论 已 经 被 证 明 过 了 ， 所 以 我 们 假定 省 


了 略 几 步 是 可 以 的 . 

81 EN. rry 当 且 仅 当 (x, yD Er. 

如 果 ery, M EART )， RA Er- Fy. 

82 EX. rR URU So RF Rt DE are ER 

83 EX. Es PEERS LR v 与 ” 均 鸭 * 的 下 而 
且 wrv 和 wrw 时， 则 “rw, 

如 果 * 在 7 中 是 传递 的 , 则 称 + 序 <。 UR 与 "属于 * 并 且 
r Èx, 特别 有 术语 “xyr- 前 于 v”. 

84 定义 . + 在 z 中 是 非 对 称 的 当 且 仅 当 x* 与 ， 均 为 x 的 元 并 
且 UTD, 则 vru pA. 

这 也 就 是 说 ,如 有 果 w 《x,，vEx 并 且 wr- 前 于 v, 则 vw 不 +- 前 于 
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8 定义 .x Hy WAM ty FR. 

86 定义 ,x 是 x 的 一 个 +- 首 元 当 且 仅 当 z€ x, 并 假定 ye x， 
和 z 关 Y, 则 yrz PR. 

87 Ey. r 良 序 x, SAMY 连接 * 并 且 如 果 yOu 和 7》 天 
0， eT TD - 首 元 ， 


es @® #6 8 9H 
e ¢# 9 @ +6 


证 FA. Ine “u€x, vex, urv 同时 vru, W) {avsce, A 
而 存在 一 个 {uo} 的 +- 首 元 z. 不 是 z =u Be =o. RUA 
是 vru 不 真 便 是 urv 不 真 。 这 个 矛盾 证 明了 ?7 在 * 中 是 非 对 称 
HJ. WR r 在 x 中 为 传递 的 不 真 ， 则 对 于 x* 的 元 xs、z 与 w，urv， 
srw 和 wre 成 立 , 此 因 7 连接 x， 可 是 这 样 {4}U{v}U{w} E 
没有 一 个 aa | 
每 个 # ae 使 得 we zy ve hare Muey 成 立 。 

这 也 就 是 说 ,x 的 一 个 子 集 ?了 是 x 的 一 个 >- 截 片 是 指 ” 良 序 
*， 同时 没有 x ~ 的 元 *- 前 于 ?的 元 . 

90 定理 . 如 果 n A 0 同时 的 每 个 元 是 x Wh 
Un 与 Nn 都 是 * 的 +- 截 厂 . 

91 定理 . 如果 y 是 = x 的 r-BIT E y A *， 则 存在 * 中 的 其 个 
Us 使 得 y= la: ue x BL uro} 成 立 . 

WEA. 如果 7 是 zx 的 一 个 >- 截 亡 ,同时 y ex, WET 
x~ y AI r-o, 如 果 wuwE€x 和 wrv，、 于 是 由 vv 是 x~y 的 +- 首 
Jus ur~ ys FA uE y., Ab fa: wu€x H urv} Gy. 

另 一 方面 ,如 果 uey, FRA Sy 和 ?是 一 个 >- 截 片 , 所 以 
vru ARB Ko ure 成 立 , 这 样 便 推出 了 要 求 的 等 式 .| 

92 定理 . 如 条 xz 和 ?都 是 = 的 7- 截 片 ， 则 xCy 或 者 yCx. 

93 Xd”. 了 是 rs 保 序 的 ， 当 且 仅 当 f 是 一 个 函数 ,> r RÆ 


1) 在 此 附录 中 无 需 研究 《 像 在 预备 知识 中 ) Hee SR AUER ROP RY GR OF A 
数 。 为 了 简单 化 这 个 原先 的 术语 已 经 被 修改 了 ， 
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f 的 定义 域 , * 良 序 f BER MERE u 与 ”都 是 t 定义 域 中 使 
得 ure ITER Ao). 

94 定理 . WR Cy B f EME ER Y r- r REAR, 
则 对 于 在 * 中 的 每 个 w Madre RK, 

证 明 . 为 了 得 此 定理 必须 证 明 {x: wu€x 且 f(x)ru) 是 空 的 . 
如 果 不 存在 一 个 此 类 的 +- 首 元 v, 则 fCv)rv， 并 且 如 果 uro, W 
uriu) 或 者 u= fu). 由 于 ore, 于 是 f(v)r(f《v)) 或 者 
f(v) 一 1(f(v))， 但 是 由 于 f Æ r-r 保 序 的 ， 所 以 Grio), 
从 而 推 得 一 矛盾 .| 

于 是 r-r 保 序 函数 不 能 把 它 定 义 域 的 元 映 成 一 个 >- 前 趋 . 

象 定理 94 这 样 的 证 明 是 依据 使 定理 不 成 立 的 首 元 的 研究 ， 
SRE SEE 


这 等 价 于 ,了 a ARSAN EE 与 ?是 + ei 中 的 不 
同 元 , 则 f(x) =~ FG). 

96 定理 . URS 是 r-s 保 序 的 ， 则 f 是 一 个 1-1 BRIA y 
是 s-r 保 序 的 . 

证 明 。 如 果 fu) = f(r), 那 末 对 于 在 ury ,或 者 vru 的 情况 
Fo f(w)sf(v) RE odil) 是 不 可 能 的 . Bou 一" 并且 了 是 1- 
1 的 . 如果 (Cw)sf(v), Wa v, HEWER orn, 则 flo)st(e). M 
而 得 一 矛盾 。 因 此 E r 保 序 的 .1 

97 ER. 如果 +/ 与 & 都 是 >-* 保 序 的 , f 的 定义 域 与 2 的 定 
义 域 均 为 * 的 rs EL f 的 值 域 与 8 的 值 域 均 为 y 的 sE 
Frs 则 [Cg RH eC. 、 

ER. 由 定理 92 知 : 不 是 了 的 定义 域 C8 的 定义 域 便 是 g 
的 定义 域 < f 的 定义 域 ， 并 且 如 果 证 明了 对 于 同时 属于 f 和 2 的 
Yu, flu) = g(a), 此 定理 将 得 以 证 明 . 

WRR {z:z € CINE BON (Ce 的 定义 域 ) 且 els) 1(2)} 
非 空 ,存在 一 个 *- 首 元 4, 则 fC)  g(u) 并且 还 可 以 假定 1()sg 
(u). 由 于 # 的 值 域 是 一 个 *- 截 片 , 对 于 在 * 中 的 某 个 -有 
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gy) = flu) 和 ore, WAP RR. (Be Re Pee 的 +- 
首 元 ,所 以 fe) = g(v) = Ka). 从 而 得 一 矛盾 .| 

98 定义 . {在 < 和 ”中 是 rs REO ERM RIE R 
序 y,f 是 r- 保 序 的 , f 的 定义 域 是 * 的 一 人 r- 截 片 ， 同时 f 的 
值 域 是 y 的 一 个 5 BUT. 

按照 定理 97， 如 果 f 和 8 在 * 和 ?中 都 是 >-* 保 序 的 ， Wice 
NG eC. 


99 定理 . BUFR + RE As * RRIF y> WEES TER TOE 


域 二 =y, 
| 证 明 。 令 f={t, v): u Ex, BA Ae — PR g, 它 在 x* Ay 
中 是 ris RER, u Eg 的 定义 域 且 (a, 2) € gh. 根据 前 面 的 定理 
f 是 一 个 函数 ,同时 容易 看 出 它 的 定义 域 是 x 的 一 个 r- 截 片 并 且 
它 的 值 域 是 7 的 一 个 一 截 片 ， 故 了 在 x 和 7y 中 是 rs 保 序 的 ， 而 
和 刹 下 的 只 要 证 明 不 是 f 的 定义 域 = x 便 是 f 的 值 域 = y. 

倘若 不 然 , 存 在 x ~ Cf 的 定义 域 ) 的 一 个 +- 首 元 * 和 y~ Cf 
的 值 域 ) 的 一 个 s- 首 元 v, 同时 也 容易 看 出 函数 fU{(wx, v)} 在 x 
和 ?中 是 res RAPA. FRE f 的 定义 LEP Rowe ft 的 
定义 域 ， 矛盾 .| 

在 基 种 情况 下 ， 可 以 说 出 上 面 定理 的 结论 中 的 两 种 结果 会 出 
现 哪 一 种 ,因为 如 果 +* 是 一 个 集 而 ?不 是 一 个 集 , 则 根据 代 换 公理 
f 的 值 域 二 y 是 不 可 能 . i 

100 ER. 如 采 7 良 序 x，s 良 序 y, x eT: 而 Y 不 是 一 


序 å g 


在 这 一 节 里 定义 序数 ,同时 建立 其 基本 性 质 ,在 开始 讨论 序数 
之 前 将 提出 另 一 公理 ， 先 验 地 可 能 存在 两 个 类 * 与 ”使 得 x 为 
仅 有 的 元 ,同时 ?7 为 * 仅 有 的 元 。 更 一 般 地 ,存在 类 z 它 的 元 可 以 
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相互 归属 。 在 这 种 情况 下 , z 的 每 一 个 元 由 = 的 元 所 组 成 。 下面 
的 公理 断然 的 否定 了 这 个 可 能 性 ， 而 要 求 每 一 个 非 空 类 z BDA 
一 个 元 ,而 它 的 元 不 属于 z. 

VIE 正则 性 公理 如 果 * 0, 则 存在 * 的 元 使 得 xny 一 


101 定理 . r&r. 

WA, WR xe ex, 则 >* 是 一 个 非 空 集 , 同 时 是 {x} 仅 有 的 元 . 
由 正则 性 公理 得 知 在 {x} 中 存在 >》 使 得 y 人 {x} 一 0, 于 是 必然 得 
y》 一 x， 可 是 这 样 一 来 y Ey 间 {x}， 从 而 得 一 了 矛 磊 .1 

102 定理 . x Cy 同时 ye x AR. | 

证 明 。 如果 x cy 同时 yer, We SY PER (e: 
z 一 xX 或 者 c= yy} 仅 有 的 元 。 应 用 正则 性 公理 于 后 面 这 个 集 ， 


” 那 末 正 象 上 面 定理 的 证 明 一 样 将 导致 矛盾 .| 


兴 然 这 个 定理 可 以 推广 到 多 于 了 丙 个 集 上 ， 正则 性 公理 实际 上 
推出 另 一 更 强 的 结果 ,直观 的 叙述 如 下 : 不 可 能 存在 这 样 的 序列 ， 
对 于 每 个 ”使 得 *,+e xs。 这 个 结果 的 严格 叙述 必须 回 后 放 一 放 ， 

103 BM. E= {(x,y): xEy}. | 

类 互 是 互 -关系 。 注意 如 果 cy 同时 y 不 是 一 个 集 ， 则 由 定 
FE54, (zxy) = WM H (x,y) &E. 

104 定理 . ERE TE. 

证 明 。 MR ECW, Nj {E)E 并 且 (E, {E} EE. 我 们 
记得 Ce, y) 一 {{x}{xy}}， 并 且 如 果 (x, y) 是 一 个 集 ，z € (x， 
y) 当 且 仅 当 zx 一 {x} 或 者 z= {xy}. 从 而 EE{E}E{{E}{E 
{EB}}} EE. 但 如 果 a € 6 Ec €4， 那 末 把 正则 性 公理 应 用 到 {x: 
x 一 a 或 者 x 一 5 或 者 x 一 c} 上 便 得 一 矛盾 的 结果 .| 

从 开头 几 个 序数 结构 的 非 形式 的 讨论 中 ， 可 以 获得 概念 上 的 
启发 9?. 第 一 个 序数 将 是 0, 紧 接着 1 一 0 U {0}, 紧 接着 2 一 1U{1}， 

D 这 种 讨论 不 是 很 确切 的 ， 因 为 它 没有 证 明 0 是 一 个 集 。 事实 上 ,依照 我 们 所 设 

置 的 这 些 公理 ,这 一 点 是 无 法 证 明 的 ， 集 的 存在 狂 ( 由 此 事实 0 是 一 个 集 ) 由 无 

限 性 公理 获得 ,而 它 在 下 节 之 始 才 加 以 叙述 。 、 
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RRA 3 一 2U {2}. 显然 0 是 1 仅 有 的 元 , 0 与 1 又 是 2 仅 有 的 

元 ,而 0,1 与 2 是 3 仅 有 的 元 。 3 前面 的 每 个 序数 不 仅 是 一 个 元 

fh A tyke 3 HFR. 序数 就 是 这 样 定义 以 便 得 到 这 种 很 特殊 的 结 
构 . 

105 定义 ?. x 为 充满 的 当 且 仅 当 每 个 x 的 元 是 x 的 子 集 . 

换 句 话说 ,zx 为 充满 的 当 且 仅 当 每 个 x 的 元 的 元 是 * * 的 元 . 

另 一 个 等 价 说 法 : x 为 充满 的 当 且 仅 当 EE 在 x 中 是 传递 的 . 

下 面 的 定义 是 属于 R. M. Robinson 的 . 

106 定义 . EPMA ES E ie BBE e 是 充满 的 . 
也 就 是 说 ,已 给 x 的 两 个 元 一 个 是 另 一 个 的 元 ,同时 每 个 x 的 元 的 
元 属于 x. 

107 定理 .如果 * 是 一 个 序数 , 则 已 良 序 x. 

证 明 . Whe Go 都 是 * 的 元 , 并 且 wEv， 则 (由 定理 102) 
vEu ABE Cx 中 是 非 对 称 的 .。 如果》 是 x 的 一 个 非 空子 集 ， 
则 由 正则 性 公理 在 > 中 存在 x 使 得 xny = 0. FEY 没有 元 属 
F u, iku Æ Y ÉI E- an. l o 
的 网 ye 

EH. WR uEv 并 且 vEy, 于 是 根据 Y 是 充满 的 得 “Ey. Mr 
以 》 是 * 的 一 个 EE- 截 片 。 从 而 依据 定理 91 存 在 x 的 元 » 使 得 
一 {z: uw€x 且 wuEv}。 由 于 v 的 每 个 元 都 是 * 的 元 , y — {x: 
“Ev} 和 y= v. ARE. p 
RE yc O O TE EER TELLA 

证 明 。 类 x 人 ny 是 充满 的 ,于 是 由 前 面 的 定理 知 : 不 是 xy 一 
r EE «Nye zx。 在 第 一 种 情况 下 xCy。 如 果 xnyexzr， 则 xny 
Ry, 因为 在 这 种 情况 下 有 eNyexNy. AF <AySy, Pro 
ETE PTE «Ny =y. Myce, | 

1)“ 完 全 的 ”这 个 术语 习惯 上 用 来 代 蔡 “ 充 满 的 ”, 但 是 “完全 的 ”早已 被 用 于 不 同 的 
意义 之 下 了 ， 
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证 明 . 因为 x ary rit Bee x, LEER EBA 
的 .又 由 五 良 序 * 同时 yCx, MRA EY LEB. Mito 
果 wuEv H vEy, 则 xEy， 所 以 > 是 充满 的 .| 

112 定义 ，R = {x: x 是 一 序数 }. ' 

113 定理 ?. 是 一 个 序数 ,但 不 是 一个 集 

证 明 . 最 后 两 个 定理 证 明了 E 连接 R, 并 且 R 是 充满 的 ;所 以 

R 是 一 个 序数 . 

如 果 RR 是 一 个 集 , 则 RER, 而 这 是 不 可 能 的 .| 

由 于 定理 110, R 是 仅 有 的 非 集 的 序数 . 

114 定理 . R 的 每 个 BBR TR 

证 明 。 如 果 尺 的 E-BYST R, WARE 91 知 存在 R 的 
元 + 使 得 * 一 {w: we RA veoh. 由 于 ”的 每 个 元 是 一 个 序数 ， 
x= fu: u€Ev}=v.] 

115 定义 ,= PFAM RH xe R, 

116 EX. x 二 y 当 且 仅 当 x€y, 

117 ER. r&y 当 且 仅 当 rey, RA y. 

118 定理 . 如 果 x 与 y 均 为 序数 ， 那 末 当 且 仅 当 xCy Bes 
y RX. 

119 定理 . 如 果 * 是 一 个 序数 ,; 则 + = {y: ye RBEy <=}. 


120 定理 . WR CR, Wy Ux 是 一 - 个 序数 . 
WH. 由 定理 110 和 111 推 得 下 连接 Us, FA se 的 元 均 为 
充满 的 事实 推出 Ux 是 充满 的 .| 
.， ”不 难看 出 ,如 果 x 是 R 的 子 集 , 则 序数 Ux 是 大 于 等 于 x 的 每 
个 元 的 第 一 个 序数 ， 同 时 Ux 是 一 个 集 当 且 仅 当 zx 为 一 个 集 ， 然 
而 这 些 结 果 并 不 太 需 要 . 


1) 这 个 定理 实质 上 是 Burali-Forti 昼 论 的 叙述 一 一 在 历史 上 是 直观 靠 论 的 第 一 
IC. 
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121 定理 . mR xR Ax ~ OMIM x € x, 

诚然 ,在 这 种 情况 下 , Nr 是 x KI E-E. 

122 定义 . + 十 1 二 xU{x}. 

123 定理 .如 果 xE€R, 则 x 十 1 是 {y: yERBe<y} 的 
E-H JL. 

证 明 . 容易 验证 E 连接 x +1, A+ 十 1 是 充满 的 同时 是 
一 序数 。 如 果 存 在 * 使 得 x 二 ww 和 ww 二 x 十 1、 则 由 x* 是 一 个 集 
和 ue xU {x} KE uE x A xE u EE u = rA xEu, 而 这 两 
个 结果 都 是 不 可 能 的 (定理 101 和 102)。 于 是 获得 欲 证 的 结论 .| 

124 定理 . WFR ER, 则 U(x 十 1) 一 x. 

125 定义 . fle = {N(x X 2). 

这 个 定义 仅 只 在 了 是 一 个 关系 时 才 使 用 ， 在 这 种 情况 下 ， fl 
FE—TRAAN RRA f E, x ERRAI. 


GI) (y) = iG). 

关于 序数 最 后 面 的 这 个 定理 断言 (直观 上 ), 在 一 个 序数 上 用 
下 面 的 方法 定义 一 个 函数 是 可 能 的 。 即 它 在 其 定义 域内 任意 元 上 
的 值 可 对 已 得 到 的 函数 值 应 用 预先 确定 的 规律 所 给 出 。 稍 微 确切 
地 说 ， 已 给 函数 & 可 能 求 得 在 一 个 序数 上 唯一 的 函数 了 使 得 对 于 
每 个 序数 x,f(x) 一 eG le). THI@ 的 值 完全 由 g 和 了 在 前 
面 的 序数 处 的 值 所 决定 ， 
类 似 于 定理 99， 而 且 同 样 关 型 的 预 等 引 理 也 是 需要 的 

127 定理 . 令 上 是 一 个 使 得 f 的 定义 域 为 一 ae te 站 


+ E 8# ù s oe G & S o & & @# o * © 
e Se S s% 9 


D, + H wy. rae = EE è 8 oe «se # S 8 p 
TEA. 由 了 的 定义 域 和 有 上 的 定义 域 都 是 序数 ， 所 以 可 以 假定 
f 的 定义 域 Ch 的 定义 域 . (由 定理 109 推出 不 是 这 种 情况 便 是 相 
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反 的 情况 . ) 剩 下 的 只 需 证 明 对 于 在 f 定义 域 中 的 wx，Kx) 一 4(z)， 
倘若 不 然 , 令 # 为 了 定义 域 中 使 得 fw) 天 hlu) 的 E- 首 元 ， 
则 对 于 在 x 前面 的 每 个 序数 v, o) =A), MA flu = Ala, 
于 是 fe) = gju) 一 hlu). 从 而 得 一 矛 慎 .| | 
128 定理 . e 存在 唯一 的 水 数 f 使 得 f 的 定义 域 是 


(u,v) € 网 

由 前 面 的 定理 推 得 f 是 一 个 函数 ， 而 了 的 定义 域 是 尺 的 一 个 
已 - 截 片 是 显然 的 ,所 以 它 是 一 个 序数 . 何况 ,如 果 上 下 是 在 一 个 序数 
上 定义 的 函数 使 得 对 于 在 定义 域 中 的 z, h(x) 一 gC4]z) 成 立 ， 
ACi 如果 2 € fT SHH. Wl fe) = gGlz). 

最 后 假定 ER ~ Gf 的 定义 域 )， 则 由 定理 69 f(x) = 
又 由 于 了 的 定义 域 是 一 个 集 ， 所 以 了 是 一 个 集 (定理 75)。 如 果 
g(flx) = g(f) 一 2r， 则 得 等 式 f(x) = gil). BU gG) 是 一 
个 集 ( 仍 依据 定理 69). 在 这 种 情况 下 ,如 果 ? 是 R ~ WE 
域 ) 的 EE- 首 元 且 A= fULG, 8g(f)}， 则 % 的 定义 域 是 一 个 序数 ， 
并 且 对 于 定义 域 中 的 x, AC) = g(h1z)，、 政 ACf 同 时 yef 的 
定义 域 ， 从 而 得 一 矛盾 ， 所 以 g( 有 ) 一 2U， 于 是 定理 得 证 .| 

对 这 个 定理 的 技巧 应 作 一 点 注解 。 如 果 f 的 定义 域 不 是 R, 
则 对 于 每 个 使 得 f ASE CS r 的 序数 x, gO 二 Bile) = 
OB. 如 果 O=, Wf =o., 


kg Pr» 


在 这 一 节 里 定义 整数 ,并且 Peno 公理 将 作为 定理 推出 . X 
数 可 以 利用 这 些 公理 由 整数 和 下 面 两 点 事实 来 构造 (参看 Landau 
[1]): 
1) FFARR. 
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整数 类 是 一 个 集 (定理 138)， 同 时 利用 归纳 法 在 整数 上 定义 
一 个 函数 是 可 能 的 。 (预备 知识 定理 13; 这 个 事实 也 可 以 作为 定 
FE 128 的 一 个 系 推出 .) 此 外 还 需要 另 一 个 公理 ， 

VIL 无 限 性 公理 ， 对 于 茶 集 y，06 ) 同时 只 要 rey, M 
xU{x}Ey. 

特别 是 0 为 一 个 集 , 此 因 0 被 包含 在 一 个 集 内 . 

129 定义 ,x 是 一 整数 当 且 仅 当 x* 是 一 个 序数 同时 E 良 序 


130 EX. x 是 y 的 一 个 E- 未 元 就 是 说 是》 的 一 个 EZ ' 首 


“Hl 


131 EM. o 一 {+: x 是 整数 }. 

132 定理 . 一 个 右 数 的 元 是 一 个 整数 

证 明 . 一 个 整数 * 的 元 是 一 个 序数 并 且 是 > RIE 同时 
x 被 一 所 良 序 .| 

133 定理 . 如 果 ?e R 且 = 是 ?的 一 个 已 -未 元 , 则 y 一 + 十 
| | | 
WER. BEH 123, x+ 1# {z:z€ RH x< z} E-E, 
TE 1+1 Sy, KWAyER Mr <y., 由 于 xz 是 ?的 瑟 - 末 元 且 
x 二 x 十 1， 所 以 + 十 1 二 y 不 真 .| 

134 定理 . BA x € co il x + 1€ w, 

135 定理 . 0 PESEL TIPAT. Hat, 

也 就 是 说 , 0 非 整数 的 后 继 ， 

136 定理 . 如 果 * My 均 为 w 的 元 , 且 = 二 1 一 二 1， N 
x= y, 


证 明 。 由 定理 124, 如 果 x&《R, 则 UC +1) =x, | 


下 面 的 定理 是 数学 归纳 原理 . 
137 定理 . mR xCw,0€x 并 且 只 要 uEx, 就 有 ut+lex, 
则 x 一 æ, 


wA., MMB x to, SVKHor~cW E-BAWER y *& 
0. 由 于 yCy 十 1 并 且 y 十 1 是 一 个 整数 ,所 以 存在 一 个 》 的 E- 
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未 元 x， 而且 显然 4《 x。 TEHE 12344 y =u +1, Ryex, 
从 而 得 一 矛盾 .| 

定理 134、135、136 和 137 铭 为 关于 整数 的 Peano 人 公理。 下 
面 的 定理 推出 @ 是 一 个 集 . 

138 定理 . wER, 

证 明 。 由 无 限 性 公理 知 存 在 一 个 集 y 使 得 0€ y, HA OR 
rEy, We 十 1€y。 又 由 数学 归纳 夸 ( 也 就 是 上 面 的 定理 )w 八 y= 
o, 所以。 是 一 个 集 ; 此 因 wCy。 由 于 ww 由 序数 组 成 ,EB 连接。 并 
且 w% 是 充满 的 ,此 因 每 个 整数 的 元 是 一 个 整数 .| 


选择 公理 


现在 我 们 叙述 最 后 一 个 公理 ,并 导出 两 个 有 力 的 推论 . 
139 定义 . CREP RESP RR RY TO oR TP ae «I BRK» H+ AL 


言 观 二 ”一 个 选 译 函数 是 由 * BSE UIA AS} rE IE — 
个 元 的 这 种 选取 法 . 

FHE Zermelo 公设 的 一 个 强化 形式 ， 或 称 为 选择 公理 . 

IX A. PE RARE o CHERE ax ~ 
{0}. 

函数 < 从 每 个 非 空 集 中 选取 一 个 元 . 

140 定理 . 如 果 * 是 一 个 集 : 存 在 1-1 函数 , 它 的 值 域 是 * 而 
CATE AE TFR. 

征明. 证 明 的 路 线 是 用 超 穷 归纳 法 构造 一 个 满足 这 个 定理 要 
求 的 函数 ， 令 8 是 使 得 对 于 每 个 集 Agh) = clx ~ 的 值 域 ) 的 
RM, Be 是 一 个 满足 选择 公理 的 选择 函数 .应 用 定理 128 存 
在 函数 1 使 得 j 的 定义 域 是 一 个 序数 ,同时 对 每 个 序数 x, f(x) 一 
= g(flx). 于 是 H(z) = c(x ~ (fle) 的 值 域 )， 并 且 如 果 wu€ 1 的 
定义 域 , 则 f(x) E Ce ~ (Glu) 的 值 域 ). 现在 f 是 1-1 的 ,因为 车 
对 于 fw) =f) ha<o, WA fv)e 《flv》 的 值 域 ， MES 
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fo) E(x ~ Cle) 的 值 域 》 的 事实 相 矛 盾 。 由 于 f 是 1-1 的 所 以 
f 的 定义 域 一 R 是 不 可 能 的 .因为 在 这 种 情况 下 大 ! 是 一 个 函数 , 它 
的 定义 域 是 * 的 子 类 , 故 是 一 个 集 ,于 是 根据 代 换 公理 广 ! 的 值 域 
是 一 个 集 , 而 R 不 是 一 个 集 , 从 而 了 的 定义 域 一 R。 因为 f 的 定义 
域 关 1 的 定义 域 , f(f 的 定义 域 )= 人 2U ,所 以 cL(x~f HERZ. 
由 于 < 的 定义 域 是 av ~ {0}， 故 x ~ f 的 值 域 二 0。 这 样 一 来 立 
刻 推 得 f 是 满足 定理 要 求 的 函数 .| 

MI EX. # 是 一 个 套 的 充分 必要 条 件 是 只 要 + 与》 均 为 ” 
HIG WI Cy RÉ ye, 

eee pains 143 所 需要 的 . 


WA., 如 果 rEm, mEn, yEp A pen, WAR mcp 便 
是 PCzm， 因 为 二 是 一 个 套 。 假 定 mCp, W rep B yep, W 
时 由 于 ?是 一 个 套 ，xCy 或 者 ycr. l | 

下 面 的 定理 称 作 Hausdorff 极 大 原理 , 它 断 言 在 任何 集中 极 大 
套 的 存在 性 。 这 个 证 明 与 定理 140 的 证 明 有 密切 关系 . 

143 定理 . 如 果 * 是 一 个 集 , 则 存在 一 个 套 使 得 ax, 并且 
如 有 果 m 是 一 个 套 ， mCx 且 nm, 则 m=n, 

证 明 。 此 证 明 是 利用 超 穷 归 纳 法 ;直观 上 , RR hae. A 
后 再 选 一 个 较 大 的 ， 继 续 进 行 下 去 ， 我 们 知道 因为 尺 非 集 ， 所 有 


”包含 在 * 中 的 套 组 成 的 集 将 不 会 色 完 中 的 序数 . 对 每 一 h, 令 . 


8(4) 一 c({m: m 是 一 个 套 , mCCx, 且 对 4 值 域 中 的 p, pCm 同 
时 p = m}), iX e < 是 满足 选择 公理 的 一 个 选择 函数 . (直观 BT 
的 eh) 是 在 * 中 的 套 ,而 它 真正 被 包含 在 每 个 前 面 所 选 的 套 中 .) 
由 定理 128 存在 函数 了 使 得 f 的 定义 域 是 一 个 序数 ， 并 且 对 于 每 
个 序数 us f(a) 一 g(f1x)， 由 2 的 定义 推出 ,如 果 uE 1 的 定义 域 ， 
则 人 Kw) Cz 同时 f(w) 是 一 个 套 , 而 且 如 果 * 与 " HH f 定义 域 的 
元 ;并 且 u <v, 则 fw)Cfv) 同时 Ka) < fv). 从 而 ff 是 1-1 
有 的， 三 是 一 个 了 荔 数 ， 又 由 于 x* 是 一 个 集 ， 所 以 f 的 定义 域 ER, 
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因为 Kf 的 定义 域 ) 一 av;g(1) 一 Bes 从 而 不 存在 套 m 被 包含 在 
* 中 ,并 真正 包含 f 值 域 的 每 个 元 。 

最 后 , U(f 的 值 域 ) 是 一 个 套 , 它 包含 了 值 域 的 所 有 元 ,从 而 不 
存在 套 m 被 包含 在 * 中 ,同时 真正 包含 U(f 的 值 域 ).1 


基 数 


在 这 一 节 里 定义 基数 并 证 明 通 常用 到 的 大 部 分 性 质 . 这 些 证 
明 紧 密 地 依赖 着 早先 的 结果 . 

144 EX. «ry HARAT ETI 1 1-1 RADE IR 
x 而 f 的 值 域 =y, 

如 果 xy, Ws 等 势 于 y, 或 者 * 与 ?是 等 势 的 

145 定理 . xe x, 

146 FE. 如 果 rt A y> H y © x, 

147 Æ. WA x~ yy ~ z, j~ z. 

148 定义 . * 是 一 个 基数 就 是 谨 * 是 一 个 序数 ,并 县 如 果 ye 
R 和 y 二 x, 则 x 心 y 不 真 . 

也 就 是 说 ,一 个 基数 是 一 个 序数 ， 而 它 不 等 势 于 任何 较 小 的 序 
数 . 

149 EX. C 一 {x- x 是 基数 }. 

150 定理 . ER C. 

151 定义 . P= {(x, y): xy By € Ch, 

类 PP 是 由 所 有 使 得 x 是 一 个 集 且 > 是 等 势 于 x* 的 基数 之 偶 对 
(x, y) 所 组 成 。 对 于 每 个 集 r, 基数 P(x) 是 x 的 势 ,或 者 * 的 基 
数 . 

推出 下 面 一 ee A ED ee 


证 明 . 定理 140 era | 


D 因为 序数 (f 的 定义 域 ) 世 1 的 定义 域 ,由 定理 69, IO HERK. 
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153 定理 . 如 果 x 是 一 个 集 , 则 P(x) = x. 

154 定理 .如果 x Sy 均 为 集 , 则 当 且 仪 当 P(x) = PCy) iT, 
xy Ye 

155 定理 . PPG)) = P(x). 

JE. We 不 是 一 个 集 , 则 由 定理 69 PO =R ER) 
DB | | 

156 定理 ， 当 且 仅 当 * 是 一 个 集 并 且 P(x) 一 * 时 ，x6C 成 
V. 

157 定理 . WR yER R 有 Ty, MPO) Sy. 。 

证 明 . 由 定理 99 存在 一 个 1-1 函数 户 它 在 * GREE 一 
E 保 序 的 ,并 且 使 得 不 是 f 的 定义 域 二 x EE f 的 值 域 = 二 R， 由 于 
x 是 一 个 集 , RR 不 是 一 个 集 , 故 f 的 定义 域 二 + 由 定理 34 对 于 * 
hia, f(x) sa, 从 而 * 等 势 于 一 个 小 于 等 于 3 的 序数 .| 

158 定理 . WR IE TRH Cy, 则 P(x) S <= Pty). 

下 面 是 Schroeder-Bernstein 定理 . 它 能 不 用 选择 公理 而 直接 证 
明 ( 预 备 知 识 定理 20), 

159 定理 . WR r 5 y 均 为 集 ， UCx, CY IXY H. y = u, 
则 x ~ y, 

ERA. AAEM 157, P)= nnn P(u) S Pls). | 

BOS pCf RISE CR). 

wA, 如 果 f 是 自 x 上 到 > 上 的 一 个 函数 ， 并 且 “ 是 满足 选 
择 公理 的 一 个 选择 函数 , 则 存在 函数 8 使 得 8 的 定义 域 =y，、 同 时 
对 于 ?y 中 的 v, gO) = Qu: v= fw. Min SAT = 的 
子 集 .| o 

下 面 经 典 的 定理 是 属于 Cantor 的 . 

161 定理 . 如果 * 是 一 个 集 , 则 P(x) < P(2*), 

证 明 。 定义 域 为 * 且 在 x 的 元 * TEA {as 的 函数 是 1-1 
的。 所 以 x 等 势 于 2* 的 子 集 且 P(x) 三 PO). MR P(x) 一 
P(2*)， 则 存在 1-1 BK, 它 的 定义 域 是 * HERE 2*. TEF 
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TE x 的 元 x 使 得 flu) = {v: vex H v&f(o)}. 这么 一 来 ue 
f(u), BIB wf(n)。 从 而 得 一 矛盾 .| 

上 面 就 其 结构 而 言 类 似 于 Russell 70. 

162 E. c 不 是 一 个 集 . 

HEA. 如 果 C 是 一 个 集 , 则 UC 也 是 一 个 集 ， POY) C. ik 
PQ2%°)CUC, FRA P24) SPCUC). 从 而 得 一 矛盾 .| 

有 了 一 些 准 备 之 后 ,我 们 把 基数 分 成 两 类 ,有 限 基 数 与 无 限 基 
数 , 并 对 每 一 类 证 明 一 些 特 殊 的 性 质 . 

163 定理 . WR rE o, y€oHet+ley 十 1, 则 x y, 

证 明 。 如 果 f 是 x 十 1 上 到 yy 十 1 EH 1-1 RR, WHE 
x 十 1 上 到 yy 十 1 上 的 一 个 1-1 OMe 使 得 g(x) 一 y; 例如 ， 令 
g 为 (f ~ {Cx, EMULO, DULO, f(x))}U 
{(x,y}, W glr x 上 到 > 上 的 1-1 函数 .| 

164 定理 ，wCC， 

证明 .这 个 定理 的 证 明 是 利用 归纳 靶 。 把 前 面 的 定理 应 用 到 
等 势 于 一 个 较 小 整数 的 那 种 整数 的 第 一 整数 上 , 便 得 一 个 矛盾 ,于 
是 证 明了 每 个 整数 是 一 个 基数 .| 

165 THB. we C, | 

H. WE oe r HA xe aw, WM xrCxr+1Ca, ik P(x + 
1) 一 PCr). 这 与 前 面 定 理 所 氢 述 的 结论 每 个 整数 是 一 个 基数 相 
矛盾 .| 

166 定义 .x 是 有 限 的 当 且 仅 当 Pa) o, 


PRIF z. 
WE. 如 果 P(x) Ea, WERE "RE PO), AF rP), 
所 以 不 难 求 得 ” 使 得 7 Sr RRR r, 反之 如 果 ” 与 一 都 良 序 
*, 则 由 定理 99 知 存在 一 个 1-1 函数 户 它 在 上 与 尺 中 是 一己 保 
序 的 ,并 使 得 不 是 f 的 定义 域 =x 便 是 FRR, 如 果 OCH 的 
值 域 ， 则 +r" 非 民 序 x， 此 因 w% 没 有 五- 末 元 素 ， 所 以 了 的 值 域 6 
w, w, f 的 定义 域 一 一 x。 于 是 定理 得 证 .| 


» 256 » 


下 面 这 些 关 于 有 限 集 的 定理 都 能 对 集 的 势 进行 归纳 证 明 ， 或 
者 用 构造 一 个 良 序 和 应 用 定理 167 加 以 证 明 。 这 两 类 证 明 的 例子 
都 将 给 出 . | 

证 明 .如果 7 S ANER r, 并 且 “与 A 同时 都 良 序 
y， 则 对 于 x 中 的 点 应 用 r, 对 于 y ~ x 中 的 点 应 用 s, 并 令 》~ >x 
中 的 每 个 元 跟 在 * 的 所 有 点 之 后 ， 而 它 能 构成 欲求 类 型 Uy 的 一 
ASE. | 

169 定理 . 如 果 > x 有 限量 的 每 个 元 有 限 ， 则 Ux 也 有 限 . 

征明 .可 以 对 P(x) 进行 归纳 法 证 明 。 很 明显 考虑 所 有 使 得 
如 果 P(x) =u Ax 的 每 个 元 有 限 则 Ux 有限 之 整数 4 的 集 :, 于 
是 显然 0 属于 此 集 ， 如果 u€s,，P(x) 一 “十 1 且 x 的 每 个 元 是 
有 限 的 , 则 x 可 分 成 两 个 子 集 : 其 一 有 势 *, 其 二 为 单 点 。 由 归纳 
假设 以 及 前 面 的 定理 , 则 证 明了 Ur 是 有 限 的 . 故 :一 o.| 

170 定理 . 如 果 * 与 有 限 , 则 x x y 也 有 限 . 

征明， 类 x x y 是 一 有 限 类 中 元 的 并 .这 些 元 形 为 {vz} x y, 
这 里 + 属于 x.| | 

171 定理 . 如 果 * 是 有 限 的 , 则 2* 也 是 有 限 的 . 

证 明 ， 如 果 ?y 是 一 个 整数 , 则 ， 十 1 的 子 集 能 够 被 分 成 两 类 : 
其 一 是 那些 y 的 子 集 , 其 二 是 那些 ”的 子 集 与 {y} SH. 这 样 便 

给 出 了 定理 进行 归纳 证 明 所 必须 的 基础 .| 

172 定理 . 如 果 * 是 有 限 的 ,，yCx H PG) ~ PCs), A * 一 
Ya 

证 明 。 只 要 考虑 x 为 整数 的 情况 就 足够 了 ， 假 定 yCx, y 之 
xz PG) ex Heto, 于 是 xs 0. 所 以 对 某 一 整数 wx，z* 一 x 十 
1。 因 为 y 关 *， 所 以 存在 一 个 zx 的 子 集 等 势 于 y, 故 POU Su, 
但 是 P(y) 一 x 一 w 十 1。 所 以 这 与 每 个 整数 是 一 个 基数 的 事实 
相 矛 盾 .| 

定理 17 是 关于 有 限 集 不 能 等 势 于 它 的 真子 集 的 性 质 ， 实 际 
上 , 它 描 述 了 有 限 集 的 特征 ， 
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173 定理 ， 如果“ 是 一 个 条 ,而 非 有 限 , 则 存在 个 * 的 于 入 
y 使 得 y 失 z 并 县 xm 

证 明 . 由 于 * 是 一 个 集 ,而 非 有 限 , oP), 所 以 在 PG) 上 
存在 一 个 淆 数 1 使 得 对 于 ww 中 的 x, Ku)=u +1, 并 且 对 于 
P(x) ~ w 中 的 u, fw) 一 w 此 函数 了 是 1-1 的 。 并 且 + IE 
=P) ~ {0}. AT P(x) ~ x*， 从 而 定理 得 证 .| 

174 定理 . 如 果 +ER~ wo, 则 P(x +1) = PG). 

H., 显然 P(x) 三 P(x) 十 1, 由 于 x* 非 有 限 , 所 以 存在 x 的 
TEER ur 并且 ww sx。 从 而 在 x 十 1 上 存在 1-1 玖 数 #; 
使 得 对 于 在 x 中 的 入 fwyex~u, 故 Pz 十 1) 码 
P(x).| 

— AFH ES ERS REIL RX R 上 的 一 个 序 关 
系 。 给 这 个 序 一 种 直观 的 描述 法 可 能 是 有 益 的 。 它 作为 一 个 民 
序 ， 并 在 w Xo 上 具有 性 质 : w Xo 的 元 (x*，y) 之 所 有 前 趋 
元 之 类 为 有 限 的 . 〈 这 个 事实 与 推广 是 说 明 此 序 有 效 性 的 关键 .) 
oX o 的 图 形 是 作为 欧 几 里 得 平面 的 子 集 并 把 o Xo 分 类 , 而 
使 得 * 与 >》 的 最 大 值 和 w 与 ”最 大 值 相同 的 偶 对 (x, y) 和 Cus 
v) 放 在 同一 类 。 于 是 每 一 个 类 由 正方 形 的 两 边 组 成 , 并 且 这 个 序 
把 较 小 正方 形 上 的 点 排 在 大 正方 形 上 点 之 前 。 对 于 在 同一 正方 形 
边界 上 的 那些 点 ,这 个 序 沿 着 上 边缘 向 右 进行 ,一 直达 到 但 不 包含 
角 点 ,再 钦 着 右边 绷 向 上 结束 于 角 点 。 

如 果 x 与 ? 都 是 序数 ， 所 们 之 中 较 太 的 是 *Uy。 这 样 引导 出 
FENEX. 

175 定义 . max[s, y] = rUy. 

176 定义 . <= {z: 对 于 在 RXR 中 的 某 个 (x, o) 与 在 RXR 
中 的 其 个 (x， y) z=( (u, v), (xy y)) , 且 . max[u, v] < max[x, y] 
或 者 max[#, v] 一 max[x, y] H. ux, 或 者 max[u, v] = 
max{z,y] Hu=~xAlv< y}. 

177 定理 . K 良 序 R x R, 

PE FEB UEAR RRA, (AR Ae MK RAR 
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的 事实 . 

178 定理 . 如 果 (u,v) < Cx, 7)» 则 (u, v) € (max[ x, y]+ 
1) X (max[x, y] +1). 

证 明 . XÆ max[u, v] S maxx, y], A marla, v]Cmax[x, 
yl. 由 于 序数 * 与 ” 均 为 male, y] 的 子 集 ， 所 以 它们 都 是 
max[x,y ] + 1 的 元 .1 

179 定理 . On AR XEC~ ao, 则 P(x x x) = x, 

证 明 . 我 们 用 归纳 法 来 进行 此 证 明 ， 设 x 为 使 得 定理 不 真 的 
C~w 的 首 元 ,于 是 由 定理 99 知 存在 一 个 函数 f 在 xXx 与 RR 中 是 
K-E 保 序 的 ,并 使 得 不 是 1 的 定义 域 =x X r 便 是 f 的 值 域 =R. 
由 于 x X x 是 一 个 集 而 了 不 是 一 个 集 ， f 的 定义 域 二 x X x, 我们 
证 明 如 果 (a, v) Ex Xx, W 大 (zy v)) <x, 综 而 推出 本 定理 . 
由 前 面 的 定理 G, o) 所 有 前 趋 元 的 类 是 (malu, v] 十 1)x 
(max[u, v] 十 1) WTR. WẸ r= o, We 与 > 同时 为 有 限 的 . 
因为 max[u, vj 二 x, WEM 170, Cmax[u, v] 十 1) X (max[a, vv] 十 
1) 有 限 , 故 ICC, v)) 仅 有 有 限 个 前 趋 元 并 且 1((w，v)) 二 x. 如 果 
xo, H max[w,v] 非 有 限 , 则 由 定理 174, P(max[e,e] +1) = 
PCmax[u, v1) < x, tk Pl(f((w,v))) <x E lu, v)) <x.| 

180 定理 . 如 果 * 与 ”都 是 C 的 元 ,而 基 中 一 个 不 属于 oM 
P(x X y) = max[ P(x) ， pCy)]. 

C ~ w 的 元 被 称 为 无 限 基数 ,或 者 超 穷 基数 . 

关于 基数 许多 重要 而 又 有 用 的 定理 在 前 面 所 列举 的 定理 中 
尚 有 些 未 普 给 出 ; 而 进一步 的 情况 和 人 参 郑 资料 臂 如 可 以 看 Fra- 
enkcl[1]。 最 后 我 们 以 简单 地 叙述 一 个 古典 集 论 所 未 曾 解 决 的 问 
EIER APORNA i, 

C ~ 为 信 域 . 

证 明 . 由 99, ÆR5 C ~ oth pE H<- 一 保 译 函 数 £ 
使 得 f 的 定义 域 二 R 或 者 FERC ~ o, HFRS C~ 
的 每 个 埠 片 是 一 个 集 ;并 且 RIG C ~ o 都 不 是 集 ， 所 以 /的 定义 
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AR 或 者 1 的 值 域 AC ~ o 是 不 可 能 的 .| 

这 个 唯一 的 天- 到 保 序 函数 的 存在 性 是 由 前 面 的 定理 所 保证 ， 
而 它 通常 用 人 来 表示 .于 是 NCO) (或 者 No) 为 o. REM F— 
个 基数 MIA 8 来 表示 ; 因此 它 是 第 一 个 不 可 数 序数 。 由 于 
P(2¥0) > No 推 得 POS) SR. IX SERS ERA RSID 
的 猜测 ， 它 被 称 为 连续 统 假设 .广义 连续 统 假设 是 这 样 叙 述 的 : 
mE * 是 一 个 序数 ， 则 POS) = Bea. 此 假设 既 不 曾 补 证明 
也 不 曾 被 否定 2。 然而 Goede 曾 证 明了 一 个 很 妙 的 元 数学 定 
理 : 

如 果 在 连续 统 假 设 的 基础 上 产生 了 一 个 矛盾 ， 则 矛盾 也 可 以 
在 不 假定 连续 统 假设 的 情况 下 被 找到 ， 对 广义 连续 统 假设 和 选择 
公理 也 是 一 样 . 
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译 者 为 本 书 增 添 的 附录 
不 分 明 拓扑 学 介绍 。 - 


“1965 年 L. A. Zadeh 首先 引 人 了 不 分 明 集 ， 在 此 基础 上 
1968 年 C. L. Chang 进一步 展开 了 对 不 分 明 拓扑 空间 的 研究 . 
十 年 来 经 过 C. K. Wong, R. Lowen, R. H. Warren't*!, 
B. Huttoni 以 及 我 国 薄 保 明 、 刘 应 明 %* 等 人 的 工作 , 已 经 把 本 
书 的 大 部 分 内 容 转 移 到 了 不 分 月 拓扑 空间 ,形成 了 不 分 明 拓 扑 学 ， 

自从 本 书 原著 出 版 以 来 ,一 般 拓扑 学 取得 了 许多 重要 进展 ,学 
蕊 到 不 分 明 抑 扑 学 力 是 它 的 一 种 全 面 (而 非 个 别 间 题 ) 的 推广 , 同 
时 对 数学 的 不 少 领域 都 起 着 一 定 的 影响 ， 因 此 ， 译 者 冒昧 写 此 附 
录 , 以 期 求 得 广大 读者 的 批评 与 指正 ， 


§ 0. 不 分 明 集 与 不 分 明 点 


我 们 恒 设 X = {x} 为 非 空 集 , 
EXI 我 们 称 4 为 上 的 不 分 明 集 当 且 仅 当 
A={(x, wy(x))|xEX, wn, E [0, 1]*}, 

这 里 px (x) 叫做 4 WEERA RO 

由 定义 工 容 易 看 出 不 分 明 集 4 完全 由 它 的 程度 琐 数 ul) 所 
ŽIRI. 

E ps《%) NR oR 1, 则 不 把 它 和 和 的 子 集 4 加 以 区 别 ， 

定义 2， 设 44 和 互 为 和 的 不 分 明 集 ， 则 规定 它们 之 间 的 相等 
和 运算 为 : 

A = B <> p(x) = ul), 对 一 切 x € X; 


ATB <=> u(x) S pplx), 对 一 切 x € X; 
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C = AUB Suc) = max[ u(x), pslx) ],， 对 一 切 x€X; 
D = AN BS up) = min[ ws) wale], 对 一 切 x€X; 
E = AS ukr) = 1—2,@), “对 一 切 x EX. 
类 似 地 ,一 族 不 分 明 集 {41},iE1 的 并 C 一 【4; 与 交 D = 


fel 


门 4, 的 程度 函数 分 别 由 

uc) 一 sup pa; Ce) ， (xE X) 
和 

Ppkx) = ink was) » (x € X) 
确定 . 


另外 ,对 不 分 明 集 同样 也 有 De Morgan AARM. 
定义 3， 设 了 为 从 和 到 Y 的 函数 ,五 为 Y 的 不 分 明 集 ， 则 fo 
[B] 表示 由 程度 水 数 
Heit) = pa(f(x)), (x € X) 
所 确定 的 XxX 的 不 分 明 集 ， 
有 反之 ; 设 4 为 Xx 的 不 分 明 集 , 则 斤 4] 表示 由 程度 函数 


sup Apd4ks)， 当 广 [7y] 为 非 空 时 ， 
Araly) = [rero 


0, 在 别处 
(yE Y) 所 确定 的 Y 的 不 分 明 集 . 
定理 1， 设 了 为 从 X 到 Y 的 函数 , 则 有 : 
(1) FLB] = 1B)’: 
(2) f[4J>GI4]), ZE f 是 满 映射 ; 
G) 从 B1CB, 可 推出 IB] Cf LB]; 
(H 从 A1CA; 可 推出 AIc A]; 
(5) BDB ]]; 
(6) ACHHILA]]; 
(7) 再 设 # 为 从 Y FI ZAAR, WHE RSE CH 
(°P LC] =f [ge TC]], 
其 中 gof 为 8 与 f 的 合成 . | 
定理 中 的 4 和 了 分 别 为 X 和 Y 的 不 分 明 集 . 
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WH. 我 们 只 证 明 (1) 与 (2), 其 余 的 证 明 留 给 读者 。 

《LU 只 须 注 意 对 一 切 rex 有 

et) 一 eae) = 1 一 asf (x)) = 1 — prg) 
= ugy). 

(2) FyEY, 由 于 了 是 满 映 射 , 广 ![y] 为 非 空 ,于 是 有 

prany) = sup paz) 一 sup C1 一 Ad(z)) 


ze6j 一 Ly] 加 z€f—"[y] 
== ] — inf plz) 
x€f—'[y] 


和 
mena) =] — pstalCy) =] — sup palz)» 
z€f—‘[y] 
故 
ean CY) oe Egay Cy) > 
从 而 获 证 .| 


定义 4。 知 X 的 不 分 明 集 的 程度 函数 仅 在 x€ X 处 取 异 于 0 
的 值 (一 1 ， 则 称 该 不 分 明 集 为 和 的 不 分 明 点 , 记 作 ra 而 * 叫做 
ERKA. 

同样 ， 当 ; 一 1 时 我 们 就 不 再 区 别 x; 和 X 的 点 x， | 

为 了 更 好 地 刻 划 两 个 不 分 明 集 的 相交 程度 , 除 推广 通常 的 相 
交 ”概念 外 ,再 引用 一 种 相 重 概念 ， | 

显然 ,在 下 述 意 义 下 不 分 明 集 4 与 4 可 以 相交 ,但 并 不 相 重 . 

定义 3。 设 4 和 B 为 多 的 不 分 明 集 , 若 

min[ psa(%), ps(x)] >0 
则 称 4 和 如 相交 于 点 *34 与 也 时 做 相交 当 且 仅 当 存在 CX 使 得 
ARIBRBZET x. MG ualr) + uC) > 1， 则 称 4 和 B 相 重 于 
Bx; 4 与 BB 叫做 相 重 当 且 仅 当 存在 x€ X 使 得 4 和 B 相 重 于 x*. 

另外 , 当 0 <S we) 时 ,就 称 xi 属 于 4, 记 为 x;€ A; 而 
当 1 十 ual) > 1 时 , 则 称 x; BT 4. 

易 见 当 4 与 B 相 重 于 点 * 时 它们 也 必 相 交 于 x*， 

+. FHE” 是 薄 保 明 、 刘 应 明 中 所 引入 的 一 个 十 分 重要 的 概 
念 ,本 附录 所 有 有 关 这 方面 的 结果 均 属于 他 们 的 [1]， 
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ttle 


$ 1. A> HA th SIA 


定义 1。 若 X 的 不 分 明 集 族 FT 一 {4} 满足 : 
1° X, bET, 

2° GABE FT, M ANBET, 

3° 4 ASE FT GET), Ml U4 ET, 


则 称 它 为 x 的 一 个 不 分 明 拓扑 ， 又 称 偶 对 CX, 7) HAA BAF 
空间 ,而 FT 中 的 元 4 叫做 TFE, RRR A WK ST -AR. 

H 如 同一 般 拓 扑 学 一 样 ，X 的 平庸 不 分 明 拓扑 仅 含 X 与 
9， 而 离散 不 分 明 拓扑 则 由 和 的 所 有 不 分 明 集 组 成 . 

例 2. 由 拓扑 空间 CX, H) 诱 出 的 不 分 明 扰 扯 空 间 CX, 
F(U )) (或 称 半 连续 不 分 明 拓 扑 空间 ， 见 C. K. Wong[1]， 对 
此 M. D. Weiss") 还 普 作 过 细致 的 讨论 )。 

于 X 的 不 分 明 集 4 和 ae[0，1)， 命 

Ta = {x| ual) >a, xE XH, 
再 命 
F(@/) ={A|A 为 X 的 不 分 明 集 并 且 
对 任何 ce (0,1), Ts. 2U- 开 集 }， 
则 易 证 F( 人 2 ) 为 和 的 不 分 明 拓 扑 ( 自 然 我 们 把 它 叫 做 半 连 续 不 分 
明 拓 扑 ). 

事实 上 ， 我 们 有 

1° X, PEF(U) 是 明显 的 ; 

2° F A, BEF(U); 则 C 一 ANBEFCUH), 这 只 须 注意 
从 pcls) = min[ x 4(x), usgk) | 可 推出 对 任何 a€ [0， 1) 有 

Too = To DT 3,03 
38°F AE FC), 1€1, WAM sup pa) > a 可 推出 至 


少 有 一 个 A; 满足 pa; CE) >a, WIJHE a€ [0， 1) 有 
TU aaa = UP oa. 


sel 
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E. 不 分 明 拓扑 的 上 述 定 义 属 于 C. L. Chang”, 而 R. 
Lowen 又 提出 了 另 一 种 不 同 的 定义 ,他 把 定义 工 中 的 1° 改 为 更 
强 的 
Il” 对 任何 ce [0，1] 有 CET, HH C。 相 应 的 程度 项 
数 为 

uc, C(x) =a, xe X 时. 

LARO BAG The A CR SIA, BARA Ath ial 
为 特 球 , 却 有 许多 应 用 , 见 薄 保 明 、 刘 应 明 [2].， 

RIY 为 了 考虑 不 分 明 拓扑 线性 空间 的 需要 ,又 把 1* 减弱 
A: 

1** FE a € (0,1), AME TL, xg € XE A (x9) = m， 
则 对 任何 a€ [0, 1] 有 CEST: 否则 就 只 有 Cos CET. 

IRM BLD BHRI SIE WR. 

定义 2。 我 们 称 不 分 明 集 已 为 x; PR ER) 当 且 仅 当 有 
VET 使 得 VCU 并 且 xxeF GL BT TY). 

定理 1。， 设 (X, TS) 为 不 分 明 拓 扑 空 间 , BU ae 表示 不 分 
明 点 e 的 所 有 和 邻 域 构成 的 邻 域 系 ( 相 应 地 重 域 系 ), 则 

(1) 若 UE 2U。, We 属于 (相应 地 重 于 )U， 

(2) EU, VEU. MI UNVE®R., 

(3) H UEZ. WoE VDU, M VER. l 

(4) E UEU WE VEX., 使 得 VCU 并 且 对 每 一 个 属 
于 (相应 地 重 于 )V 的 不 分 有 明 点 4 有 VERa. 

反之 ， 若 对 X 的 每 一 个 不 分 明 点 e 都 对 应 有 一 个 满足 (1) 一 
(3) 的 不 分 明 集 族 22, 则 所 有 使 对 任何 重 于 不 分 明 集 忌 的 不 分 明 
dh UER: RUR XIRS HPT S34 OW. RE 
(4) 时 , QU。 就 是 < RTARDHB TFT BERA. GER: WAB 
域 系 情形 尚 需 增添 条 件 .)》 

证 明 。 BRAD] 1.2 即 可 .| 

JE. 我 们 也 可 以 在 不 分 明 拓扑 空间 CX, FT) 中 引入 不 分 明 集 
A 的 邻 域 : 
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不 分 明 集 已 叫做 4 的 邻 域 是 指 存在 7e .满足 4CVCU. 

至 于 它 的 有 关 性 质 , 见 C. L. Chang™ 等 人 的 工作 ， 

定义 3， 我 们 称 不 分 明 拓扑 空间 CX, FT) 中 所 有 包含 不 分 明 
集 4 的 .有 一 闭 集 的 交 为 4 的 .2 闫 - 闭 包 , 记 作 A. 

显然 , 4 是 包含 4 的 最 小 STAR. 

定理 2 不 分 明 点 164 ERA r 的 每 一 个 重 域 均 与 4 
相 重 。 

证 明 。 xy € A 

< 对 任何 T-A BDA TEA x, € B, BI usl) Sa 

> NE FF CCA TA u) 委 1 一 1 

-所 > 对 任何 满足 ace) > 1 一 1 的 .2 半 - 开 集 CL CRKS FA, 

RIC 与 (4') = 4 相 重 

> 对 x; 的 任何 S-FHERC, 它 与 4 总 相 重 

> rn 的 每 一 个 重 域 均 与 4 相 重 ,| 

EX4 “叫做 入 上 的 一 个 不 分 明 闭 包 算 子 当 且 仅 当 <c: 
[0, 1]* —> to 1]* 


J 
A —> A* 
HWE Kuratowski 的 四 条 公理 : 
1° w=, 
2° ACA‘, 


3° (AX = AS, 
4° (AUB) = ASU Be, 
定理 3， BCX, FH) 为 不 分 明 拓 扑 空间 , 则 映射 -: 
ko, 1]x->[o, 1]* 
+ 
A ~— A’ 
为 X 的 一 个 不 分 明 闭 包 算 子 . 
反之 , 若 “为 Xx 的 一 个 不 分 明 闭 包 算 子 , 则 所 有 满足 A = A 的 
不 分 明 集 4 的 余 集 的 全 体 构 成 xX 的 一 个 不 分 明 拓扑 .7 ,并 且 ABR 
是 4 关于 不 分 明 拓 扑 ST WS A, 
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证 明 。 如 同 本 蔬 第 一 章 定 理 8 之 证 ， 只 须 注 意 所 要 用 到 的 一 
个 简单 事实 : 

u ACB ATR, 
需 改 证 为 : 

由 ACB 有 B= AUB, 从 而 Bo = AU BDA, | 

定义 5. 我 们 称 不 分 明 拓扑 空间 (X，, TZ) 中 所 有 包含 于 不 分 
BASE A BY .六 - 开 集 的 并 为 如 的 多 ~ 内 部 , 记 作 Ae. 

显然 , 4°" 是 包含 于 4 的 最 大 FS -FE. 

定义 6。 CADIS (X, 7) 中 ， 规 定 不 分 明 集 4 
的 下- 边界 b(A) = ANCE) 

显然 ，4 二 4U2(4)， 但 等 号 一 般 并 不 成 立 ， 这 是 与 一 般 拓 
扑 学 的 一 个 不 同 之 处 ， 

A. 对 X， 令 其 不 分 明 拓扑 为 

T = {X, 9, x1}, 

取 A= zra, e = x3, 则 < 的 .~- 开 的 重 域 为 X 或 x4, WETA, 
改 由 定理 2 ER ce 4， 而 另 一 方面 eA, XY eE S 
A 不 相 重 可 推出 有 eela’), BH ecl), 总 之 ceEAU6(A). 

È. R. H. Warren?” 给 出 不 分 明 集 的 F~ 边 界 的 另 一 种 不 
同 定义 ,他 定义 不 分 明 集 4 的 F- 边 界 为 : 

ðA =, 4 ANCA) =O 时 ， 

0A = 个 {B81B 为 ' 宛 - 闭 集 并 且 当 xce4n(4 NHA 

psx) = px)， 在 别处 ， 

易 见 84 二 64)， 另 外 有 A= AVGA (ILR. H. Warren[2] & 
By 4.3), 

定义 7。 (X, FT) HRS HAF, BX MAOH e 
的 邻 域 系 (相应 地 重 域 系 ) Or 的 子 族 2 具有 人 性质 ， 对 任 条 ae 
UA BE Bh BCA, WR 多 为 。 的 一 个 邻 域 基 ( 相 应 地 重 
域 基 ). 

当 XX 的 每 一 个 不 分 明 点 都 有 可 数 的 邻 域 基 (相应 地 重 域 基 ) 
时 ,就 称 X 满足 第 一 可 数 公理 《相应 地 0- 第 一 可 数 公理 ), 或 称 为 


ed276。 


Ci 空间 (相应 地 O-C, 空间 )。 

EX8 CX, FT) 为 不 分 明 拓扑 空间 , T TEZ 叫做 
. 斑 的 一 个 基 当 且 仅 当 . 玉 中 的 每 一 个 元 均 可 表 为 若 于 个 用 中 的 元 
之 并 ;又 .区 的 子 族 S2 叫 做 .的 一 个 子 基 当 且 仅 当 F 中 的 元 之 有 
限 交 的 全 体 构 成 .2 的 一 个 基 。 

当 . 瑟 具有 可 数 基 时 ,就 称 X 满 足 第 二 可 数 公 理 , 或 称 为 Ca 空 
lal. 

定理 4. AX,T)HC, 空间, 则 必 为 Q-C 空间 ， 

WH., 对 和 X 的 任何 不 分 明 点 e = x W 

fn —>l—à Cu, ECI — 4,1], 2 一 1， 2 ……)， 
又 记 e, = rmn 设 2,4 HURT FAVWTRE, WAM 
BEZ, WEY usl) > ps >1— 1, BIBRA e HEM, KH 
有 (Bj (na =1,2,:) 中 的 元 的 全 体 构成 e ATRA T- 
天 的 重 域 族 @B. 

SEZ A e HERE. 

事实 上 ,对 于 e 的 .2 - 开 的 重 域 4, 则 有 ul) > 1AM 
而 有 em 使 ' 

Bale) 之 pm>1—1, 
Ben € A, IBD AX en 的 TFN wR, 于 是 有 Bn BRED) 
中 的 元 BCA 使 得 

Healt) = tm > lh, 
SRA B HEH T-HVHBM. | 

定理 5. 若 (X,， 7) 为 Cr 空间 , 则 必 为 Q-C 空间 ， 

H. EBAT OTRE. TXERRIA e, it SB 中 所 
有 与 < REUT Z, WHBEeH-TURKST FUE 
域 基 . 

ELE Fen S-FHER A, WR 4 可 表 为 若干 个 多 中 
的 元 之 并 , 故 易 见 。 必 和 其 中 的 某 一 个 B(C4) 相 重 .| 

$. HAR AMRS 利用 半 连 续 不 分 明 扔 扑 空 间作 出 了 是 
Q-C: 空间 而 不 是 Ci 以 及 是 Cu 空间 而 不 是 C1 的 例子 ， 
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在 不 分 明 拓 扑 学 中 ， 我 们 也 可 以 如 同一 般 拓扑 学 一 样 引入 分 
离 性 ,隔离 性 以 及 连通 性 等 概念 ， 
定义 9. 给 定 不 分 明 拓扑 空间 CX, 7), CRA To ZR 假 
如 对 任何 两 个 不 分 明 点 e 和 d, e œd, HA egida WY 
每 一 个 不 分 明 点 均 为 ~- 闭 集 时 , 就 叫做 T 空间 ; 如 果 对 任何 两 
个 支点 不 同 的 不 分 有 明 点 。 和 4 PEERS BY BR BAC 使 得 BN 
C= ©, PARRA T: 空间 ， 
容易 看 出 若 不 分 明 拓 扑 空 间 (X, 7) A T ZE WEIS 
To ZALEA (X, T) A T: 空间 却 推 不 出 它 为 To ZN. 
例 . 设 X= {y, z}, HP y 六 xz, 又 设 它 的 不 分 明 拓 扑 TZ 
的 一 个 基 由 所 有 yas àE (2/3, 1], zı 2€ (0,1] Mom, W 
(X, T) 显然 为 T: 空间 ， 
另 一 方面 , 取 不 分 明 点 类 和 好。， 则 易 见 
yi = y2 = X, 
Be CX, T) 非 Ti ZE. | 
定理 6. 者 不 分 明 拓 扯 空 间 CX, JIADST.SA- We 
也 是 Tı ZH. o 
Ew. MBAR, 即 有 不 分 明 点 ya 使 
Yaya» M Ya 关 Yas 
则 只 有 两 种 可 能 : 
Cl) 存在 不 分 明 点 x, E 使 得 x œ y， 
(2) FERDIA y, EJ Erh, 
但 由 此 均 不 难 推 出 矛盾 . 
事实 上 ,在 (1) 的 情况 下 ,由 于 (X, FT) 为 Ti 空间 ,所 以 有 x， 
HER BA y 的 重 域 C 使 BNC 二 6, 从 而 à + euc) >1, BH 
ecly) > 1-220, IBD uQ) = 0, MR x, 的 重 域 B 与 Vy 
不 相 重 ,于 是 由 定理 2 便 知 x,éy1, FA. 
XEDD FBF (X, 7) A To 空间 ,而 y,€ Yy MA 
有 ya yy 但 另 一 方面 有 
By Gy) = 4 = pb) S O) 
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Bh ya € 7p’ 7B. | 

YE. B. Hutton” 还 引进 了 不 分 明 拓 扑 空 间 的 正规 性 . 

定义 10。 我 们 称 不 分 明 拓 扑 空间 (X, FT) 的 不 分 明 集 4 和 
4 为 分 离 的 当 且 仅 当 

AiN4, = Ai N\A, = ð, 

SMU. AEBS (CX, T) 叫做 连通 的 当 且 仅 当 它 
不 可 以 表 成 天 个 非 分 离 的 不 分 明 集 4 和 BB 的 并 , 其 中 AX, 
B xX 由， . 

注 。 薄 保 明 、 刘 应 明 外 对 分 离 性 和 连通 性 也 得 到 一 系列 结果 ， 
他 们 还 指出 本 书 第 一 章 仅 定理 17 才 完 全 不 能 移植 于 不 分 明 拓 扑 
学 ,其 反例 如 下 : 

设 X = XiU Xi; 《Xi 与 X; 为 互 不 相交 的 非 空 集 ), 又 设 它 的 不 
Sy RAGE FS PPT Laz al, OMA u< 1/2 和 X 构 成 ,其 中 
[1; 2] 表示 由 程度 函数 


wal) =f 
所 确定 的 不 分 明 集 A, & 
人 =f 


WARY MZ ST ARMA Y ~ Z= [0; 1] 和 Z~Y= 
[1; 0] 却 不 是 分 离 的 (因为 (Y ~ Z)=[1/2;1], MACY ~ Z)N 
(Z2~Y)A®), KARI 4 ~ B 表 示 由 程度 函数 
A 3 A B As 2 
maal) -人 Cx), 4 use) > wae) 时 


0, 在 别处 
所 确定 的 不 分 明 集 ， 


Ais 2 x€ X, ff, 
42， 当 x€ X; 时 


$2. BDA Wi shia 


ERL 我 们 称 不 分 明 集 族 {4;|ie 7} 为 不 分 明 集 8 的 覆盖 
MARY BCU 43 若 每 一 个 A, 均 为 7- 开 集 , 则 称 之 为 .y-- 开 
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盖 ;: 当 其 某 个 子 族 仍 为 覆盖 时 就 称 之 为 子 履 盖 . 

定义 2 不 分 明 拓扑 空间 (CX, ) 叫做 紧 当 且 仅 当 义 的 每 一 
SF -F BHAT ER. 

定义 3。 不 分 明 拓扑 空间 (X,. 奖 ) 叫 做 可 数 紧 当 且 仅 当 X 的 
每 一 个 可 数 .天 -~ 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 ， 

定义 4.。 我 们 称 不 分 明 集 族 :{4;|i€ 1} 具有 有 限 交 性 质 当 且 
仅 当 它 的 每 一 个 有 限 子 族 的 交 为 非 空 . 

定理 1。 不 分 明 拓扑 空间 (X,.F) 为 紧 ( 可 数 紧 ) 当 且 仅 当 每 
一 个 具有 有 限 交 性 质 的 . 奖 - 闭 集 族 (可 数 族 ) 均 有 非 空 的 交 。 

证 明 。 因为 由 De Morgan 公式 可 知 不 分 明 集 族 {4;]i€7} 
为 X 的 覆盖 当 且 仅 当 Na = D, 故 从 X 为 紧 ( 可 数 紧 ) 当 且 仅 当 


X 的 任何 没有 有 限 子 族 覆 盖 X 的 .2 交 - 开 集 族 (可 数 族 ) 均 非 X 的 覆 
盖 即 可 推出 X 为 紧 ( 可 数 紧 ) 当 且 仅 当 X 的 任何 具有 有 限 交 性 质 的 
入- 闭 集 族 (可 数 族 ) 均 有 非 空 的 交 。| 

定义 5。 设 不 分 明 集 族 {4;|i€E 1} 为 XX 的 覆盖 , 如 果 对 任何 
rE XX 存在 4; 使 得 wsi(x) 二 1, WBR {Tli E1) 就 是 X 的 一 个 分 
划 , 叫 做 该 覆盖 有 X 的 一 个 0- 分 划 , 其 中 

rio = {x|x EX, pa) = 1}. 

定理 2。 RAGS CX,.T) HR TRR)4ARYX 
的 每 一 个 SFR (THK TF - 开 覆 盖 ) 有 X 的 一 个 有 限 0- 分 划 . 

证 明 。 必要 性 . 

设 {4iliE 1} 为 X 的 .六 - 开 覆 盖 ( 可 数 .于 - 开 覆盖 ), 则 由 假 
没 可 知 它 有 有 限 子 覆盖 {4x| = 1 2 …,n}, 即 对 一 切 xEX 有 


max Baz, (x) = 1, 
1<kan 


因此 {4,,[k—= 1,2, +, 2} 有 XX 的 一 个 有 限 0- 分 划 ， 也 就 是 
{4;liE 1} 有 X 的 一 个 有 限 0- 分 划 . 

充分 性 ， 

只 须 注意 若 的 .~- 开 本 盖 ( 可 数 -AA e [he DA 
X 的 有 限 0- 分 划 {Tolk = 1, 2,4, 0}, M {4]k = 1,2, 
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n} 为 {41ie 1) EDM, Hb A, 为 相应 于 Tto 的 《djie 7} 
中 的 元 .| 

例 ， 考察 由 拓扑 空 间 (X, MW) 诱 出 的 不 分 明 拓 扑 空 间 CX, 
FC )). AIR (X, QM) 为 带 有 通常 拓扑 的 所 有 实数 的 全 体 ， 
RN Rl. 

将 R' 表 为 可 数 多 个 互 不 相交 的 半 开 区 间 Vi Vrt, Vn 
之 并 ,再 命 4* 是 由 满足 

l, 当 x eV, 时 ， 


Basle) = 1. 1, 在 别处 

的 连续 程度 函数 所 确定 的 不 分 明 集 ， 则 不 难看 出 {4,|a = 1, 
2,+++ $29 (X, FC) 的 一 个 FAU )- 开 覆盖 ,但 它 没 有 有 限 子 
覆盖 , 故 《X, FC(2U)) 非 可 数 紧 ,从 而 自然 更 非 紧 . 

注 ，C.L. Chang 所 引进 的 紧 性 定义 还 有 一 些 缺 点 ,例如 ,对 
于 它 , 一 般 的 Tychonoff 乘积 定理 并 不 成 立 (参看 本 附录 $4), 
此 , 在 不 分 明 拓 扑 学 中 , 紧 性 概念 尚未 取得 公认 的 最 好 形式 ,围绕 
着 紧 性 应 适合 一 般 的 Tychonoff 乘积 定理 这 一 问题 为 中 心 ,最近 
又 出 现 了 不 分 明 紧 性 的 一 些 新 定义 (IL R. Lowenf3]，[4]，[6]， 
T. E. Gantner and R. C. Steinlage [1】 和 刘 应 有 明 [1])， 这 一 概念 
似乎 已 逐渐 接近 于 完善 的 境地 . | 

另外 ，C. K. Wong® 引进 了 不 分 明 拓扑 空间 (CX, FT) 在 不 
分 明 点 。 处 的 局 部 紧 性 : 即 

有 紧 集 ACT (Bee A, 
F. T. Christoph 又 把 它 减 弱 为 : 

有 了 BE. ARR AB ec BCA, 

OM. 设 X 一 《0, 1)， 其 不 分 明 拓扑 .2 就 取 为 通常 拓扑 ,于 
不 分 明 点 e 一 x1, 则 显然 有 

也 一 (xz 一 sx 十 E) EF ,cEB, 

Hr xr-e>s>d, r+e<1—8, BEBE Bm [x 一 
Ex 十 e] 为 紧 便 知 按 Christoph 意义 在 < 处 为 局 部 紧 . 

另 一 方面 ,从 任何 4€ 7 丝 非 紧 集 又 可 推出 在 Wong 意义 下 
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ne mmr sn Fe a I A amb be m wee 


T ¢ 处 非 局 部 紧 ， 
§ 3. 不 分 明 连 续 函 数 


定义 1. 从 不 分 明 拓扑 空间 (X, T ) 到 不 分 明 拓扑 空间 (Y， 
QV ) 的 函数 了 叫做 F-ERYAMBPUBIET, BEX hj. 

显然 , 若 再 设 8 EMO, 2 ) 到 不 分 明 拓扑 空间 (Z, ) 的 
Ff- 连续 沙 数 , 则 其 合成 gof 从 X 到 ZF- 连 续 , 这 只 须 注 意 当 VE%Y 
时 有 

Cee EV] = PHV] ET. 

定理 1。 设 f 为 从 紧 ( 可 数 紧 ) 不 分 明 拓 扑 空间 (X, T+) 到 
不 分 明 邱 扑 空间 CY, 2) 上 的 F- 连 续 函 数 , 则 (Y, Ov) 也 是 紧 
(可 数 紧 ) 的 . 

证 明 . 设 {38;|li€E 71} 为 了 的 2U- 开 履 盖 (可 数 2U- 开 覆盖 )， 
WAZ re XX 恒 有 


Ht, (xD) = sup Hyp, Ce) 一 suppe;( fC) ) =], 
Us [B] IET ‘er 


& (OLB i€1} XB S-FBRUR S-FES) ,从 而 有 
有 了 根子 覆盖 (MIB k= 1, 2,--+, n}, EME BMXEY 
E, 易 知 此 时 对 Y 的 不 分 明 集 B 恒 有 HP lB = B, FR 
{B,,Jk—=1,2,--+} 也 就 是 Y 的 覆盖 , 即 《Y, 2B》〉 亦 为 紧 ( 可 数 
紧 ) | 

如 同 定理 1 之 证 ,我 们 还 可 以 得 到 | 

定理 2， 设 1 为 从 Lindelaf 不 分 明 拓扑 空间 (CX, T) 到 不 
分 明 拓 扑 空间 CY, A) 上 的 FERRA W CY, V) 也 是 
Lindelöf AY. 

所 谓 (X, T) 是 Lindelof 的 ,是 指 它 的 每 一 个 ~- 开 覆盖 
均 有 可 数 的 子 覆 盖 . 

定义 2. 我们 称 从 不 分 明 拓扑 空间 CX, ZH) 到 不 分 明 拓扑 
空间 CY, U) 的 一 对 一 F- 连 续 函 数 为 F- 同 胚 当 且 仅 当 它 的 逆 
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也 F- 连 续 , 这 时 又 称 X 和 YY 为 F~ 同 胚 ,或 R- 拓 扑 等 价 . 

注 。 本 书 第 三 章 定理 1 (连续 映射 的 刻 划 定 理 ) 是 一 条 很 基本 
而 有 用 的 定理 , 这 个 定理 已 被 推广 到 不 分 明 拓 扑 空 间 《〈 见 萍 保 明 、 
刘 应 明 [2], 蒋 继 光 [1]J 也 再 次 得 到 该 定理 )， 


$ 4 乘积 与 商 不 分 明 拓 扑 空间 


EMI. (X71), EI 为 一 族 不 分 明 拓扑 空间 , X 一 
IIx, 为 通常 的 笛 卡 儿 乘积 , Pi 为 从 X 到 Xi; 上 的 射影 ， 命 
l SF = {PP [B]|BE Z ;, iEI}, 
则 所 有 SH 中 的 元 的 有 限 交 的 并 的 全 体 构 成 X 的 一 个 不 分 明 拓扑 
FCW 多 WEE), 我们 称 之 为 Xx 的 乘积 不 分 明 拓 扑 ， 并 且 把 
(X, F) 叫做 乘积 不 分 明 拓 扯 空间 ， 
”定理 1， 设 CX;,.7,), i€ 1 为 一 族 不 分 明 拓 站 空 间 ， 则 有 
(1) 乘积 不 分 明 拓 扑 FT HHS A F- 连 续 Gel) 的 
X= [I x: 的 最 小 不 分 明 拓扑; 


(2) CY, OC) 亦 为 不 分 明 拓扑 空间 , f 为 从 Y FIX OR, 
则 了 为 R- 连 续 当 县 仅 当 对 每 一 个 ;ET Piof 为 FER. 
证 明 . CG) 显然 . 
(2) RAERD. BET: M 
(fP7*)[ BI = (Pof) 1 BIE 2, 
ERS 中 的 元 均 为 S = {PLT BIIBET;, 1€ 1} 的 元 的 有 限 
交 的 并 ,而 1? 又 可 保持 不 分 明 集 的 交 mHE A, 因而 广 : 映 .到 
的 元 为 2 的 元 , 即 f F-E. | 
定理 2. 设 CX, < FT r)sk = 1,2,°-- sn 为 有 限 多 个 紧 不 分 
明 拓 扑 空 间 , 则 乘积 不 分 明哲 扑 空 间 CX, T) 也 是 紧 的 ， 
WH. 显然 只 须 证 ”一 2 的 情形 ， 
此 时 和 的 乘积 不 分 明 拓扑 他 的 一 个 基 为 : 
To = {4 X Ae Fi, aE Taba 
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其 中 4A, Xx 4, 相应 的 程度 函数 为 
a,x, CE) = min{ #,,(x1), Bar) }. 
{B EIA X, T) T-A E. RP 
B, = AP X AŞA APE Fy, APET EIL), 
LAEN y E X,,8 >00, A 
Sy = X1 X {y}, 
Vy,s = (Bil es (y) >1— 8 并 且 至 少 有 一 个 x€ XI 
使 得 pa) >1— 6, i€l}, 

则 7 了 XM FR S, ST - 开 履 盖 ， 

事实 上 , 若 (*, ?)e 5,， 则 因 有 {Bilie 1} 的 可 数 子 族 { Bi 
k= 1,2,°-+-} 使 得 


lim # g fex AY iplrsy) = l, 


YORAKE AYE X AGO E Vs， 不 妨 设 这 对 一 切 不 均 成 立 ， 
FENH C, y) ES, 作 同 样 的 处 理 就 得 到 7,,s 的 一 个 子 族 , 它 
Ws, 
设 
Ws = {APAP X AP EV, 5}, 
则 因 对 任何 x€ x 有 ys 的 可 数 子 族 {Balk 一 1，,，2,*……} 使 得 


lim egip x Agi MEF y) 一 |, 
Bp lim pafi C) = 1, KW, 为 (Xs Fi) BTF RAAS. M 


MEX, Fi) 为 紧 便 知 W, ASRERH Z,s。 今 对 每 一 个 
APEZ He AP 使 AMX 486epys， 记 如 此 得 到 的 有 限 族 
(AM x AP} A Hys, 而 把 其 中 的 AP 的 族 记 作 Gss TERA 
所 有 Gys 中 的 元 (ye Xi，6 > 0) 的 全 体 就 构成 (X;, Ta) 的 一 
ATRAZ AMM (X72) OK, CLEARS RE Gy,,s,， 
g=1,2,--° m. 

今 证 Hynes i= 1,2,0, m {BEI} WARTE. 

事实 上 ,只 须 证 它 是 X 的 一 个 覆盖 。 Te, y)e X, 则 有 某 个 
Gy 5; 中 的 元 4， 使 得 Hay) 一 1, 男 一 方面 又 存在 Z y 408; 中 的 元 
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A, 使 得 pa (x) = 1, Am 41 X A; 为 Ay, s, 中 的 元 并 且 LAX As 
(x, y) = 1] 

SEL 该 定理 对 可 数 紧 情形 是 不 成 立 的 ,C. K. Wong?) 对 此 的 
证 明 有 错误 (参看 王国 俊 , 两 个 可 数 紧 的 不 分 明 拓扑 空间 的 积 空间 
不 必 是 可 数 紧 的 (尚未 发 表 )). 

还 值得 注意 的 是 上 述 定理 对 长 不 分 明 扰 扑 空 间 的 可 数 族 也 不 
再 成 立 , | 

Pl. 对 任何 非 空 集 Y, tr X, = Y, 它 的 不 分 明 拓 扑 ..2。 一 
{®, Y, 4,}(2=1,2,--°), 其 中 4 是 由 程度 函数 


` Hany) =1— + (ye Y) 


所 确定 的 不 分 明 集 , 则 易 见 所 有 (X,， FT.) 均 为 紧 ( 可 数 紧 ), 但 其 
乘积 不 分 明 拓 扑 空 间 CX, T) 就 不 再 是 紧 的 . 
事实 上 ,因为 对 一 切 w, PAE SCP, AM XE X, 上 的 射 
影 )， 又 当 xEX 时 恒 有 
工 


Mm {Pz [4]j> 一 1，2……} HX SFE ART FB 
mm) MERA A ART BS. | 

+. 有关 不 分 明 拓扑 空间 相应 的 Tychonoff 型 定理 在 J. A, 
Goguen'™, R. Lowen'*#!, T. E. Gantner and R. C. Steinlage™ 和 刘 应 
AAS 等 人 的 工作 中 还 有 更 进一步 的 研究 ， 

EX2 A(X, FT) 为 不 分 明 拓 扑 空间 ,，R 为 X 上 的 等 价 关 
系 , X/R 为 通常 的 商 集 ,P 为 从 X 到 X/R 上 的 射影 , 命 

U = {BIP'[B]E J}, 

则 和 为 X/R 上 的 一 个 不 分 明 拓扑 ,我 们 称 之 为 X/R 上 的 商 不 分 
HHRH HHH CXR, U) 叫做 商 不 分 明 拓扑 空间 ， 

定理 3， 设 (X，.2 ) 为 不 分 明 拓 扑 空间 , R 为 X 上 的 等 价 关 
系 , 则 有 

C1) 商 不 分 明 拓 扑 2 为 使 得 PH F- 连 续 的 X/R 上 的 最 大 
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不 分 明 拓 扑 ; 
(2) 设 (Y,%) 亦 为 不 分 明 拓扑 空间 ， 8 为 从 X/R BY WH 
数 , 则 2 为 F- 连 续 当 且 仪 当 goP 为 Ff- 连 续 ， 
wH. C) 显然 ， 
(2) RÆDER E. HVE, 则 
(goP) ULV] =P eg [Vile 
再 由 的 定义 便 知 VER, EH FER. | 
定理 4， 车 (X，.5 于 ) 为 紧 ( 可 数 紧 ) 不 分 明 折 扑 空 间 , RAX 
上 的 等 价 关 系 ， 则 商 不 分 明 拓 扑 空 间 (X/R, U) 亦 为 紧 《 可 数 
K). 
证 明 由 4$3 定 理 1 和 从 X 到 X/R 上 的 射影 了 为 F- 连 续 即 
得 .| 
注 。F. T. Christoph 将 商 不 分 明 拓扑 空间 又 作 了 推广 Te 
SARL xi m BA! 结合 C. L. Chang”, J. A. Goguen, C. K, 
Wong?! 等 人 的 工作 还 将 本 书 第 三 齐 的 定理 推广 到 了 不 分 明 邱 外 
73 [A]. 


§ 5. 不 分 明 网 的 Moore-Smith 收敛 


玺 保 明 、 刘 应 明 叫 首次 引入 了 不 分 明 网 ,并 且 将 本 书 第 二 章 关 
于 Moore-Smith 收敛 的 全 部 定理 都 推广 到 了 不 分 明 拓 扑 空间 ， 现 
仅 陈述 其 中 的 一 部 分 . 
定义 1。 设 D 为 非 空 集 , 是 D 上 的 一 个 半 序 , 若 对 任何 mm， 
n E€ D A PED EHP > m, P> n, UR (D>) 为 由 半 序 之 定向 
的 定向 集 . 
定义 2。 设 (D, >) 为 定向 集 ; 6 为 所 有 XX 的 不 分 明 点 组 成 
的 集 ,我 们 称 从 DD 到 的 函数 5 为 X 的 不 分 明 网 , 对 nEeD, SC) 
也 常 记 作 5,， 于 是 网 S 也 常 表 为 {5,, nE D},D 叫做 网 5S 的 定义 
域 . | 
定义 3， 设 (S,, n€D} 为 X 的 不 分 明 网 , 4 为 X 的 不 分 明 
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集 。 若 对 所 有 n, S BT A, WRA SEF 4; BA mE DEY 
n 之 mhf S, HF 4, WER S 最 终 地 重 于 4; 各 对 任何 m€D 
都 有 n€ D，n 之 m 使 得 5, BF 4, WEA SARET 4; AX 
一 切 4 AS,€ A, 则 称 网 S$ 在 4 中 . 

定义 4.。 1 (X, FT) 为 不 分 明 折 扑 空间 , 5 为 Xx 的 不 分 明 
网 , e 为 X 的 不 分 明 点 , 知 对 e HETER B, 网 S 最 终 地 重 于 
B, WER S 收敛 于 e, 

€L # (X, 7) 为 不 分 明 拓 扑 空 间 , 4 为 和 的 不 分 明 
集 ， 则 和 的 不 分 明 点 e。€ 4 当 且 仅 当 存在 两 S 在 4 中 并 且 收 和 敛 于 

证 明 ， 必 要 性 . 

根据 $ 1 定理 1, e 的 重 域 系 以 包含 关系 为 半 序 成 为 一 个 定向 
集 , 记 作 D, 于 是 由 $ 1 定理 2 可 知 对 任何 B€ D, B 与 4 相 重 , 设 
重 于 某 个 zcX, 则 pskz) + uC) > 1, Bese) = 2 > 0, 这 
表明 不 分 明 点 ze CAH RET B, 显然 由 8B 对 应 zi 所 给 出 的 网 就 
满足 我 们 的 要 求 . 

充分 性 . 

设 不 分 明 网 S = {Sn nE D) 在 4 中 并 且 收 敛 于 不 分 明 点 e, 
则 对 e 的 任何 重 域 B, 从 5 RAHET B 可 推出 有 茶 个 S, =z 
€ 4 并 上 是 重 于 B, 即 1 委 pidkz) 并 且 tta@>i1, Mim 
palz) 十 ype) > 1， 亦 即 B 与 4 相 重 ,再 根据 $1 定理 2 A 
ccE4.| 

定义 5. X 的 不 分 明 网 T = {Tm MEE} 叫做 不 分 明 网 
S= {S$,,n€D} 的 子 网 当 且 仅 当 存在 从 E FDAK A N E 

2 了 一 SN， 即 对 每 一 个 m€ E, Tm = SN(m); 

2° 对 任何 nE D EE me E f4 PEEP Sm HA NCP) > 

定理 2。 S—{S,, n€DJAXHADHAA, B AXIR 
分 明 集 族 , 使 得 任何 两 个 BS 中 的 元 的 交 仍 含有 B 中 的 一 个 元 ,又 
ESHEETS 中 的 每 一 个 元 ; 则 5S 有 子 网 了 工 使 得 了 工 最 终 地 重 于 
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多 中 的 每 一 个 元 ， 

H. 设 Di 为 绍 由 包含 关系 所 定向 的 定向 集 , 令 

E = {(m, A)|\mED, AED, #HS, BF 4}, 

则 易 见 E DX Di 的 子 集 , 而 D Xx D R REF (Cm, 41) > 
(m, 4.) ERED M D 中 分 别 有 m > m MAS A.) EER 
限制 又 给 出 了 E 上 的 一 个 半 序 之 , 今 证 E 由 该 半 序 所 定向 . 

事实 上 ,于 (m, A), (n, BYE E, K GEB, GCANB, 
WA S 常常 重 于 G, RA PC DHEA P >m, Pen HHS ETF 
G, 于 是 (P, G)E E 并且 有 (P, G) >(m, A) M (P, G) > (a, 
B). 

作 从 E 到 D 的 水 数 N: 

N(m, 4) =m, 

显然 它 满足 定义 5 的 2", 从 而 T = So N 是 5 的 一 个 子 网 ;又 对 任 
AC BA meDEBS, BT A, 于 是 (m, ACE 并 且 当 在 
EHA (n, B) > (m, A) 时 T(n, B) = SoN(n, B) = S, BF 
B, 从 而 也 重 于 4, 即 了 7 了 最终 地 重 于 4 .| 

定义 6。 KORARI (X, TZ) 的 不 分 明 点 e 叫做 不 分 
明 网 5 的 聚 点 当 且 仅 当 对 e 的 每 一 个 重 域 B, 5S 常常 重 于 B. 

定理 3。 AAPG CX, 多) 的 不 分 明 点 < 为 不 分 明 
BS RAM BY S FIT WF e. 

证 明 。 充分 性 由 定义 5,6 即 得 至 于 必要 性 则 只 须 注意 e 的 
ERAS 显然 满足 定理 2 的 条 件 .| 

当 X 的 不 分 明 网 {5,, nE D}》 的 定义 域 D 由 所 有 正 整 数组 成 
《其 半 序 由 正 整 数 的 大 小 关系 之 给 出 ) 时 , 就 称 这 种 网 为 区 的 不 分 
明 序 列 , 类似 于 子 网 的 定义 ,也 可 以 从 序列 出 发 来 定义 子 序 列 . 

定理 4 设 不 分 明 拓扑 空间 CX, TZ) HC, R O-Cy, A 为 X 
的 不 分 明 集 , e 为 Xx 的 不 分 明 点 , 则 有 

(1) eE A 当 且 仅 当 有 ARR ARIF e; 

《2) < 为 不 分 明 序 列 5 的 聚 点 当 且 仅 当 8 有 子 序 列 收敛 于 e. 

WA. 由 4$1 定理 4 我 们 只 须 就 (X, FT) 为 9-Ci 空间 的 情 
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形 加 以 证 明 。 此 时 可 设 {B,[R= 1, 2,4} He 的 可 数 S-F 
的 重 域 基 ,并 且 还 可 设 Bi 刁 Bin， 称 之 为 单调 重 域 基 . SUEI 
fe 的 重 域 系 . 

于 是 ，(1) 仿 定理 1 之 证 即 得 . 至 于 (2)、 充 分 性 显然 ,其 必 
要 性 可 以 比 定 理 3 更 简单 地 予以 证 明 : 

ike) S={S,|n=1, 2,---} HRA SE-B, 取 Sa 
TE S,, HT Bi 并且 n > ngi UE m = 0), FHT = {S p] k= 
1,2,---} 就 是 收敛 于 ce 的 5 的 子 序列 .| | 

另外 ,我 们 还 顺便 指出 B. Hutton 研究 了 不 分 明 拓扑 空间 
的 一 致 性 结构 ， 

”最 后 译 者 对 关 繁 直 和 混 保 明 两 先生 的 支持 与 鼓励 表示 启 心 的 

感谢 : 


参考 xX BR 
C. L. Chang l ， 
[1] Fuzzy topological spaces, J. Math, Anal. Appl., 24(1968), 182— 
190. 


F. T. Christoph 
[1] Quotient fuzzy topology and local eompactness, J. Math. Anal. 
Appl., 5701977), 497—504. 
M. J. Frank | 
[1] Probabilistic topological spaces, 1970, Illinois Institute of Techno- 
logy, Chicago, U, 8. A. 
T. E. Gantner, R. C. Steinlage and R. H. Warren 
[1] Compactness in fuzzy topological spaces, J. Math. Anal. Appl, 
62(1978), 547—562. 
J. A. Goguen 
[1] Fuzzy Tychonoff theorem, J. Math. Anal. Appl., 43(1973), 734-— 
742, | 
B. Hutton i 
[1 ] Fuzzy topological spaces, PhD Thesis, University of Warwick, 
England, CV4 7AL. 
[2 ]} Normality in fuzzy topological spaces, J. Math, Anal. Appl., 50 
(1975), 74—79. 
[3] Uniformities on fuzzy topological spaces, J. Math. Anal, Appl., 
58 (1977), 559—571, 


B. Hutton and I, Reilly 


. 289 à 


Miu au Siinne ee — rp re ee oa e e — rT ape ir o nee aie ee ene cram ean tae 


[1] Separation axioms in fuzzy topological spaces, Fuzzy sets and 
Systems, 3(1980), 93—194. | 
L. J. Kohout 
[1] Automata and topology, 1976, In Mamdani, E. H., Gaines, B. R, 
Eds, Discrete system and fuzzy reasoning, EES—MMS—DSFR— 
76, Queen Mary College, University of London. 
R. Lowen 
[1] Topologies floues, C. E. Acad. Paris, 278(1974), 925—928. 
L2] Convergence floues, C. R. Acad. Paris, 283(1976), 575—577. 
[3] Fuzzy topological spaces and fuzzy compactness, J. Math, Anal. 
Appl., 536(1976), 621—633. 
[4] Initial and final fuzzy topologies and the fuzzy Tychonoff 
theorem, J. Math. Anal. Appl., 58(1977), 11-21. 
[5] A theorey of fuzzy topologies, PhD Thesis, Free University of 
Brussels, Belgium, 1974. 
[6] <A comparison of different compactness notions in fuzzy topology, 
1976, Vrije Universiteit Brussels, Belgium. 
[7] Lattice convergence in fuzzy topological spaces, 1976, Vrije 
Universiteit Brussels, Belgium. 
J. Michalek 、 
[1] Fuzzy topologies, Kybernetika (Prague), 11(1975), 345—354. 
J. Michalek and I. Kramosil. 
[1] Fuzzy metrics and. statistical metric spaces, Kybernetika (Prague), 
11(1975), 336—344. 
G. J, Nazaroff 
{1] Fuzzy topological polysystems, J. Math. Anal, Appl. 41(1973), 
478—485. 
K. S. Rajasethupathy and 8S. Lakshmivarahan 
[1] Connectedness in fuzzy topology, 1974, Department of Mathe- 
maties, Vivekanamdha College, Madras, India. 
I. Sols and J. Meseguer 
[1] Topology in complete lattics and continuous fuzzy relations, 1975, 
University of Zaragoza, Spain, 
R. H. Warren ~ 
{ 1] Continnity of mappings of fuzzy topological space, Notice of the 
A. M. 8., 21(1974). 
[2] Optimality in fuzzy topological polysystems, J. Math, Anal. Appl. 
54(1976), 309—315. 
[3] Boundary of a fuzzy set. Indiana University Math. J., 26(1977), 
191—197. 
[4] Neighborhoods, bases and continuity in fuzzy topological spaces, 
1974, Applied Mathematics Reseach Laboratory, Wright-Patterson 
Air Force Base, Ohio, U. S. A. 
M. D. Weiss 


+ 290 e 


[1] Fixed points, separation and induced topology for fuzzy sets, J. 


Math. Anal. Appl, 50(1975), 142—150. 


C. K. Wong 


[1] 


Covering properties of fuzzy topological spaces. J. Math. Anal. 
Appl., 43(1973), 697—704. 


[2] Fuzzy topology: Product and quotient theorems, J. Math. Anal, 
Appl., 45(1974), 512—521, 
[3] Fuzzy points and local properties of fuzzy topology, J. Math. 
Anal, Appi., 46(1974), 316—328, 
[4] Categories of fuzzy sets and fuzzy topological spaces, J. Math, 
Anal, Appl, 53(1976), 704—714. 
[5] Fuzzy topology, 1975. In ‘‘Fuzzy sets and their application to- 
cognitive and decision processes’’ (L. A. Zadeh, K. 5S. Fu, K. 
Tanaka and M. Shimura, Eds), Academie Press, New York, pp. 
171—190. 
L. A. Zadeh 
[1 ] Fuzzy sets, Inf. Control, 8(1965), 388—8353. 
8 PR RA AD XI AAA 
Cl] As eA! 不 分 明 点 的 邻近 构造 与 Moore-Smith 式 收敛 ,四 川 大 
学 学 报 (自然 科学 版 )，1 (1977), 31—50, 
[2] 不 分 明 拓扑 学 中 的 乘积 空间 与 商 空间 ,科学 通报 ，3 (1979)，97 一 100 . 
刘 应 明 
[1] 不 分 明 拓 扑 空间 中 莫 性 与 Tuxonos 定理 ,自然 杂志 ,7(1980)，553 一 554. 
[1] 不 分 明 分 离 公 理 玉 不 分 明 紧 铂 ， 四 川 大 学 学 报 〈 息 然 科 学 版 )，3 (1979), 
1—10, 
RMT 
Cl] A BAT RESIA!, 了 蛤 尔 沪 工业 大 学 学 报 , 11979), i 一 19, 


本 附录 写 于 三 年 前 ;现在 这 个 领域 又 有 很 大 发 展 [如 可 参看 金 长 泽 ， 不 分 明 拓 补 学 
的 某 些 发 展 概况 ,东北 师 大 学 报 〔 良 然 科学 版 )，2 (1981)。53 一 67]， 不 过 作为 基础 知 
识 ; 内 容 还 是 可 以 的 ?因此 共 它 就 不 再 次 权 了 。 一 一 译 者 注 。 
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索 引 


Abel (二 交换 ) 群 《Abelianf = commutative) group) 

Alexander F#M (Alexander subbase theorem) 

Ascoli 定理 (Ascoli theorem) 

Baire 范畴 定理 (Baire category theorem) 

Baire 条 件 (condition of Baire) 《== 几乎 开 Calmost open)) 

Banach 代数 (Banach algebra) 

Boole 环 (Boolean ring) 

Boole 0- 环 (Boolean O-ring) 

Brouwer IK AEE (Brouwer reduction theorem) 

Cantor Rye (Cantor discontinuum) ( = middle third set) 

Cauchy 3% F (Cauchy filter) 

Cauchy 两 (Cauchy net) 

De Morgan 公式 (De Morgan formulate) 

Dini $7 FEC Dini’s theorem) 

Hausdorff 极 大 原理 (Hausdorff maximal principle) 

Hausdorff BE (Hausdorff metric) 

Hausdorff 拓扑 空间 (Hausdorff topological space) 

Hausdorff 一 致 空间 (Hausdorff uniform space) 

k-25 a] (k-space) 

Kuratowski MEA CKuratowski closure axioms) 

Kuratowski 的 闭 包 和 余 集 问题 《Kuratowski closure and complement 
problem) 

Kuratowski 引 理 (Kuratowski lemina) 

Lindelöf 定理 (Lindelöf theorem) 

Lindelöf 空间 (Lindelöf space) 

Moore-Smith Ur CMoore-Smith convergence) 

w- (w- accumulation) 

Schroeder-Bernstein 定理 (Schroeder-Bernstein theorem) 

Stone-Čech ‘AP te (Stons—Cech compactification) 

Stone-Weierstrass 定理 (Stone~Weierstrass theorem) 

C-K (o-compact) 

0- 离 散 (o-discrete) 

0- 局 部 有 限 (0-locally finite) 

0- 环 (a-ring) 

了 0- 空间 (To~space) 

TT- 空间 CTi-space) 

T;- 空 间 (Ts-space) 

Te 一 空间 《Ts-space)《= 二 正规 填 T,(normal + Try) 

Tietze 扩张 定理 《Tietze extension theorem) 
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216, 


75, 


213, 


17 
123 
218 
186 
195 
225 
155 
200 

56 
t53 
178 
176 
234 
221 
253 
121 

61 
167 
222 

40 


52 
32 
45 


46, 54 


27, 


57 
126 
255 
141 
226 
159 
117 
117 
200 

52 

52 

61 
103 
224 


Tukey 引 理 (Tukey lemma) 31 
Tychonoff 板 《Tychonoff plank) 122 
Tychonoff RÆ CTychonoff product theorem) 132 
Tychonoff 空间 (Tychonoff space) 107 
u. c. uniformity 《二 一 致 收敛 的 一 致 结构 (uniformity of uniform conver- 

gence )) 209 
Of fie 《二 在 uf 的 元 上 一 臻 收 伍 的 一 致 结构 (uniformity of uniform con- 

vergence on members of y )) 211 
Urysohn 引 理 CUrysohn lemma) 105 
Urysohn 度量 化 定理 (Urysohn metrization theorem) 115 
w* (= Cweak)) 拓扑 Cw* topology) 100 
Wallman 紧 扩 张 (Wallman coimpactification) 155 
Zermelo 公设 (Zermelo postulate) 32 
Zorn 5|/# (Zorn lemma) 32 

一 By 
一 - 致 结构 的 基 Chase for a uniformity) 164 
一 致 覆盖 Cuniform cover) 185 
一 致 同等 连续 (uniformly equicontinuous) l 221 
一 致 空间 的 度量 化 Cmetrization of uniform spaces) 171 
一 -对 一 范 数 (one-to-one function) 10 
一 致 空间 Cuniform space) 161 
一 - 致 结构 的 子 基 (subbase for a uniformity) 164 
一 致 拓扑 《uniform topology) 165 
—R A AYE Cuniform boundedness) 199 
— jE (uniform continuity) 167 
一 致 收敛 Cuniform convergence) 208 
— BEA (uniform covering system) 192 
— 3 fe] SEE (uniform equicontinuity) 221 
一 致 等 价 Cuniform equivalance) 167 
一 致 不 变性 ( 量 ) (uniform invariant) 167 
一 致 同 构 (uniform isomorphism) 167 
-HRA (uniform neighborhood system) 190 
一 致 结构 (uniformity》 163 
一 至 局 部 紧 (uniformly locally compact) 199 
— KJ k $t (uniformly open map) 187 
一 致 收敛 的 一 致 结构 (uniformity of uniform convergence) 209 
二 [E 

二 进 的 《dyadic) 24 
ZARA (dyadic expansion) 24 
几乎 开 Calmost open) 195 
十 进展 式 (decimal expansion) 24 
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[ii 
El 


小 集 (small set) 

HER (universal net) 

门 空 间 (door space) 

ESE Cupper bound) 

上 确 界 (supremum) 

上 半 连 续 (upper semi-continuous) 

上 半 连 续 分 解 Cupper-semi-continuous decomposition) 
上 半 连 续 防 数 Cupper-semi-sontinuous function) 
FE (lower bound) 

PRR (infimum) 

FÆ (subclass) 

FG (subcover) 

子 序列 (subsequence) 

子 集 Csubset) 

FÆ (subbase) 

子 集 公理 (subset axiom) 

FZE (subspace) 

三 进展 式 Ctriadic expansion) 

三 角 不 等 式 (triangle inequality) 


vi 


El 


HARIAZ Cdisjoint) 

分 离 性 质 (separation properties) 

分 离 的 集 (separated sets) 

分 类 Classifier) 

分 类 公理 图 式 (classification axiom scheme) 
AYR Cpartition) 

分 解 (decomposition ) 


分 离 的 拓扑 空间 (Hausdorff) (separated topological space) (=Hausdorff) 


分 离 的 一 致 空间 (separated uniform space) 
分 离 点 《distinguishes points) 

分 离 点 和 闭 集 Cdistinguishes points and closedsets) 
4 BS eH Cdistinguishes functions) 

iti Cevaluation) 

计 值 映射 的 连续 性 Cevaluation of continuity) 
FIR ZEW (infinite cardinals) 

无 限 性 公理 (infinity axiom) 

无 序 偶 (unorder pair) 

无 处 稠密 (nowhere dense) 

内 部 (interior) 

不 可 约 性 质 (irreducible Property) 

ANSE BER Cinvariant metric) 
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29, 106. 


178 


FF Copen) 

开 区 间 Copen interval) 

FF RR At Copen map) 

FF Copen set) 

FFE Copen sphere) 

FTE Re Copen cover) 

RRC KR) Ccounter-image (inverse image)) 
反对 称 关 系 (anti-sy mmetric relation) 


五 a 
EEF BCC = oF BE) Csemi-metric ( = pseudo-metric)) 
EFF Chalf—open) 


半 开 区 间 Chalf-open interval) - 
半 开 区 闻 的 空间 Chalf-open interval space) 


54, 
EFF ABIEHI2Sa) (half-open rectangle space) 
Ay ACaccumulation point from the right) 
OJR =FR ERR) Cdenumerable ( = countably infinite)) 
By HE (countability 7) 
可 数 紧 (countably compact) 
订 数 链条 件 (countable chain condition) 
可 分 的 《separable) 
Hj HE BALA. Cpseudo-metrizablic) 
可 盆 度 量化 的 后 扑 空 间 Cpseudo—imetrizable topological space) 
可 檀 度 量化 的 一 致 空间 (pseudo—metrizable uniform space) 
可 和 性 (summability) 72， 


可 除 的 性 质 (divisible properties) 

立方 体 (cube) 

对 角 线 (diagonal) 

Ot ERA HE (diagonal process) 

对 偶 理想 (dual ideal) 

对 称 关 系 Csymmetric relation) 

对 应 (= 函数 ) Ccorrespondence ( = function)) 
正规 的 Cnormal) 


正规 (二 不 变 ) 群 Cnormal ( = invariant = distinguished) group) 


正规 拓扑 空间 《normal topological space) 

JERI Cregular) 

正则 拓扑 空间 Cregular topological space) 
ENAM (regularity axiom) 

平 唐 ( 非 离散 ) 拓 扩 Cerivial ( = indiscrete} topology) 
归纳 法 Cinduction) 


Batam REE my OE RRSP pO PRE OEE ETO re ATT Wr TE EAS. ET TE 


归纳 的 性 质 (= 满 足 预备 知识 定理 25 (a) 之 前 提 ) Cinductive property 
C = satisfying premise of 预备 知 
识 theorem 25(a))) 

用 归纳 法 定义 《definition by induction) 
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用 归纳 法 证 明 Cproof by induction) 20, 244 


HAA (substitution axiom) 241 
fh (convex) 95 
外 延 公 理 Cextent axiom) 231 
包含 《contains) 2, 235 
加 细 Crefinement) i18 
六 画 
合并 公理 (amalgamation axiom ) | 241 
ARM (bounded set) 133 
有 向 集 (directed set) | 60 
有 有理 (rational) | : Oo 22 
有 理 展 式 Cretional expansion) - = 22 
4 Fei Cordered field) . : 19 
ARR Cfinite) _ 256 
有 限 特征 Cfinite character) , -  - 31 
有 限 交 性质 Cfinite intersection property) — . wo 125 
fl (closed) l 37 
FAI Cclosed family) . 144 
闭 图 象 定理 (closed graph theorem) 197 
CAREY Cclosed map) | | 87 
PHM (closed set) o | | 37 
fA fa] (closed interval) Co .37 
闭 球 (closed sphere) | 109 
+Æ (cofinal) l E | 60, 70 
BR XR Creflexive relation) Dole 8 
关系 (relation) 7, 239 
关系 的 合成 (composition of relations) 本 7，239 
AAW (inverse of a relation) | oon 7 
关系 的 限制 Crestriction of a relation) 9 
在 一 集 上 齐 -连续 《evenly continuous on a set) 218 
在 一 集 上 同等 连续 《equicontinuous on a set) 216 
在 一 集 上 的 齐 -连续 性 Ceven continuity on a set) 218 
在 一 集 上 的 一 臻 连续 性 (uniform continuity on a set) - 180 
E— RL AUR (pointwise convergence on a set) 203 
AMER LAAK (pointwise convergence on a dense set) 220 
在 紧 集 上 一 致 收效 《uniform convergence on compacta) 212 
在 坐标 靠 上 的 射影 (projectiom onto a coordinate set) 29 
在 商 空间 上 的 射影 (projection onto a quotient set) . 89 
导 集 (derived set) 39 
同等 连续 Cequicontinuous) 214 
Hg Chomeomorphism) 81 
同 态 Chomomorphism) 18, 99 
充满 的 《fulD) 247 
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ziz Chomogencous space) 

FM Ceven cover) 

齐 - 连 续 (evenly continuous) 

2 (intersection) 

字典 序 (lexicographic ( = dictionary) order) 
ZAR (totally bounded) 

全 正则 Ccompletely regular) 

全 域 Cuniverse) 

向 量 空间 (线性 空间 》(vector ( = linear) space) 
BI Cnet) 

网 的 极限 (limit of a net) 

次 可 加 读数 (subadditive function) 

仿 紧 (paracompact) 

Wears (convergence classes) 

Ph FE Cpseudo—metric) 

PoE Ept Cpseudo-metric topology) 

伪 度 量 一 致 结构 Cpseudo-metric uniformity) 
伪 度 于 所 生成 的 一 致 结构 (uniformity generated by pseudo metrics) 
传递 关系 《transitive relation) 

并 (union) 

并 的 公理 (axiom of union) 

Bras xt RZ 《covariant correspondence) 

| 七 E 
PA TSE RUS -E JL FRR (Cartesian product of two sets) 
PA TZ ARIF BY Cdistance between two subsets) 
MAM (two point property) 

两 集 性 质 (two set property) 

局 部 紧 (locally compact) 

局 部 连通 Clocally connected) 

RAR (locally finite) 

局 部 子 基 (local subbase) 

$ (complement) 

完备 《compiete)〈 一 充满 的 《ful1l))7 
完备 一 致 空间 Ccomplete uniform space) 

完备 扩张 (completion) 

完备 正规 (perfectly normal) 

完备 可 分 (perfectly separable) 

完全 类 (complete class) 

完全 聚 点 〈complete accumulation point) 

Æj] (sequence) 

序列 收敛 (scqucntial convergence) 

序列 紧 (sequentially compact) 

Fr Corder) 


217, 223 


144, 159 


171, 173 


247 

151 

57, 66 
57 

150, 220 
13 
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序数 《ordinal numbers) 

序 有 界 (Corder bounded) 

序 完备 Corder complete) 

Feduth Corder topology) 

FER Corder pair) 

hti E&i (scalar field) 

Fa Fe (well ordering) 

R F (well ordering priciple) 

连通 (connect) 

连通 区 (component) 

连通 空间 的 乘积 (product of connected spaces) 
连续 (continuous) 

连续 函数 (continuous function) 

连续 路人 钙 (continuous convergence) 
连续 统 假 设 (continuum hypothesis) 

JU REC = EJF) Cquasi-ordering ( = partial ordering)) 
463% (neighborhood) 

邻 域 系 的 拓扑 〈topologies from neighborhood systems) 
WAK Cmaximal) 

极 大 原理 (inaximal principle) 

极 小 (minimaly》 

极 小 原理 (minimal principle) 

极 不 连通 (extremally disconnected) 


八 


El 


23 (void) 

Ef (diameter) 

定义 域 (domain) 

非 离 散 (== 平 府 ) 拓 扩 Cindiscrete ( = trivial) topology) 


非 离散 (一 平庸 ) 拓 扑 空间 Cindiscrete ( = trivial) topological space) 


非 对 称 关系 Casymmetric relation) 

线性 (linear) 

线性 项 数 《〈linear function) 

线性 序 (二 简单 序 ) (linear order ( = simple order)) 
线性 空间 Clinear space) 

线性 拓扑 空间 Clinear topological space) 

tp HE ARAJE 25a) Cnull space of a linear function) 
RA RERA Cproduct of spaces with countable bases) 
HERG (category) 

watt Ctopology) 

拓扑 的 基 Chase for a topology) 

拓扑 的 子 基 〈subbase for a topology) 

拓扑 等 价 Cropologically equivalent) 

thE (topological group) 
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28, 245 
15 

13 

53, 150 
238 

18 

28, 242 
32 

49 


T5 TM ame _ 


拓扑 群 的 完备 扩张 《completion of topological groups) 196 


拓 赴 的 k~ 扩 张 Ck-extension of a topology) 222 
拓扑 不 变量 (topological invariant) 81 
拓 扩 映射 (topological map) Bi 
拓扑 空间 《toepological space) 35 
孤立 点 区 一 {x} EFRI) 《isolated point x ( = {x} is open)) "95 
MAM (singleton) 3, 237 
AAKI aE (one-point compacification) 138 
单调 函数 Cmonotone function) | 14 
单位 分 解 Cpartition of unity) 158 
实数 Creal numbers) | 19 
实数 的 通常 度量 Cusual metric for real numbers) 10 
SAI Pash Cusual topology for real numbers) 36 
环 Cring) 18 
和 Csum) 2 
细 ( =e) GF Cfiner ( = larger) topology) 35 
变换 (transformation) 10 
欧 几 里 德 平 面 《Euclidean plane) 55 
be (function) | 10, 240 
PARA Cvalue of a function) 240 
读数 的 扩张 (extension of a function) li 
| h 画 
jf (inverse) 7 
度量 (metric) 159 
度量 化 Cmetrization) | 114 
MEMA (point finite cover) 158 
点 的 邻 域 系 (neighborhood system of a point) 36 
点 的 邻 域 系 的 基 (base for the neighborhood system of a point) 46 
AAFC =F GFT) Cpointwise ( = product) topology) 83 
FAH Cpointwise convergence) 85 
点 式 收 化 的 一 致 结构 Cuniformity of pointwise convergence) 204 
BiRC='K) (bicompact ( = compact)) 125 
26 (class) 1, 231 
恒 等 关系 Cidentity relation) l 7 
保 序 Corder-preserving). 14 
保 序 函数 (isotone function) 14 
But Cmap) 10 
相关 Crelated) CR-related) 7 
相对 Crelative) 47 
相对 拓扑 《relative topology) #47 
相对 一 致 结构 《relative uniformity) 168 
相对 化 《reiativization ) 47 
选择 Cchoice) 32 
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选择 公理 (choice axiom) 


32, 252 


选择 函数 (choice function) 252 
+ 画 

[Eik (range) 10, 240 
真子 集 (proper set) 2 
FERF Cproduct order) 63 
乘积 拓扑 Cproduct topology) 83 
策 积 一 致 结构 (product uniformity) 169 
JERR AIA (product directed set) 62 
预 紧 《= 全 有 界 ) (precompact ( = totally bounded)) 184 
射影 (projection) 29 
紧 (compact) 125 
RA PTF Ccompact open topology) 204 
Risk Ccompactification) 138 
紧 空 间 的 乘积 (product of compact spaces) 132 
茶 收敛 的 拓扑 (一 在 紧 集 上 的 一 致 收敛 ) (topology of compact convergence 

( = uniform convergence on com- 

pacta )) 212 
RKE #25 (ale ER Cisometry of compact metric space) 150 
RE (lattice) 73 
格 的 元 的 并 (join of members of a lattice) 74 
积分 (integration) 71 

十 一 H 

HC=BUh)ftt (coarser ( = smaller) topology) 35 
1248 A Clogical sum) 2 
逻辑 积 Clogical product) 2 
基数 (cardinal numbers) 26, 254 
偏差 (écart) 109, 191 
AWCE) (first category = meager) 186 
A — HERG CAERE BE) Csecond category) 187 
第 一 可 数 公 理 (first; countability axiom) 46 
第 二 可 数 公 理 (second countability axiom) 45 
离散 Cdiscrete) 35 
离散 扰 扑 空间 《discrete topological space) 35 
离散 族 Cdiscrete family) 116 
理想 (ideal) 17 
j Cquotient) 17 
FEC =WTB (quotient group ( = factor Eroup)) 17 
kyt Cquotient map ) 17 
商 空 间 Cquotient space) 89，136 
Hath Cquotient topology) 87 
族 的 最 小 元 (smallest member of a family) 30 


. 300 。 


TT 


要 


EEJLÆR (Cartesian product) 


+ 


w (set) 
集 论 Cset theory) 


集 族 的 笛 卡 儿 乘 积 〔Cartesian product of a family of sets) 
集 的 邻 域 系 的 基 Chase for the neighborhood system of a set) 
集 的 邻 域 系 Cncighborhood system of a set) 


集 的 极限 点 (limit point of a set) 
SRR Cluster point of a set) 
集 的 闭 包 (closure of a set) 

集 的 边界 (boundary of a set) 
集 的 内 部 (interior of a set) 

SENS (difference of sets) 

集 的 联合 Coin of sets) 

WHC meet of sets) 

等 势 Cequipollent) 

Æ t A Cequivalence relation) 
等 价 类 Cequivalence class) 

等 距 《isometry) 

超 穷 归纳 法 (transfinite induction) 
MRF Cultrafilter) 

最 大 (largest) 

HA (embedding) 

TA cE BE (embedding theorem) 
族人 到 立方 体内 《cmpedding in cubes) 
attr (strong topology) 

联合 Coin) 

BCE) (tower( = nest)) 

剩余 (residual) (=£ pi (co~meager)) 
PR GER HES fa} (normed linear space) 


赋 范 线性 空间 的 共 轿 空间 (adjoint of a normed linear space) 


+ 


稠密 (dense) 
群 (group) 


— 
— 
=e 


BMAP HK Ccompactification of groups) 


% (zero) 

Hit Cinverse of image) 

$r Cnumber) 

数学 归纳 法 《mathematical induction) 


+ 


HAHAA Calmost periodic function) 


画 


E| 


E| 


7, 


1, 


3, 


20, 
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241 


232 


230 


103 
103 


228 
235 


251 


228 


WFT Coperator) (= 函数 《function)) 
EK (accumulation point) 


十 
整数 《intcger) 

十 
BK (cover) 
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